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Prefata

Cursul de fata isi propune prezentarea notiunilor si teoremelor de baza ale unitatii de
curs Analiza Matematica I, prevazut in planul de invitamant pentru specialitatea 141.01
Matematica gi 141.02 Informatica din Universitatea de Stat ,Alecu Russo” din Balti.

Expunerea presupune din partea cititorului cunoagterea cursului liceal de matematica.
Cursul de Analiza Matematica I se preda in semestrul I gi este o disciplind fundamentala
pentru specialitatea nominalizata mai sus. El servegte drept fundament pentru disciplinele
Analiza matematica II si Analiza matematicd III si pentru disciplinele de specialitate:
ecuatii diferentiale, analiza functionald, analiza complexa, topologie, ecuatii cu derivate
partiale, teoria probabilitatilor.

Majoritatea teoremelor sunt insotite de demonstratii riguroase, menite sa faciliteze
intelegerea gi aplicarea lor ulterioard. Notiunile teoretice expuse sunt insotite de nu-
meroase exemple care au drept scop ilustrarea cazurilor tipice de aplicare a rezultatelor
teoretice.

Din motivul ¢ rezultatele prezentate in aceasta lucrare sunt clasice (noutatea fiind
in aranjamentul lor) nu am explicat sursa fiecarui subiect, referintele fiind adunate la
sfarsit. In nici un caz lipsa referintelor bibliografice in text nu implici vreo pretentie de

originalitatea din partea autorului.
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Capitolul 1

Introducere

1.1 Obiectul Analizei matematice. Multimi

1.1.1 Obiectul Analizei matematice

Analiza matematica este un domeniu al matematicii in care functiile si generalizirile
lor sunt studiate folosind metoda limitelor. Notiunea de limita este strans legata de
notiunea de marime infinit mica, de aceea putem spune ca Analiza matematica studiaza
functiile folosind metoda infinit micilor.

Obiectul de studiu in Analiza matematica clasica este functia.

Analiza matematica, in sensul larg al acestui termen, cuprinde un domeniu vast al
matematicii care include: calculul diferential, calculul integral, teoria functiilor de vari-
abila reala, teoria functiilor de variabila complexi, teoria aproximatiilor, teoria ecuatiilor
diferentiale ordinare, teoria ecuatiilor diferentiale cu derivate partiale, teoria ecuatiilor in-
tegrale, geometria diferentiala, calculul variational, analiza functionala si alte discipline.

Totusi, termenul Analiza matematica, de cele mai dese ori se foloseste pentru a denumi
doar Bazele Analizei matematice, care cuprind teoria numerelor reale, teoria limitelor, teo-
ria seriilor, calculul diferential si integral, teoria functiilor implicite, serii Fourier, integrale

Fourier.

1.1.2 Simboluri logice. Multimi finite si infinite

Textul matematic constd din formule matematice gi textul propriu-zis pentru care
se foloseste limba materna. Anumite imbinari de cuvinte, frecvent intélnite au notatii
speciale.

Pe viitor vom folosi frecvent urmatorii operatori logici:

1) negatia, notatd cu non sau |, in limbaj uzual citim nu;

2) conjunctia, notatd cu A, in limbaj uzual citim gi;

3) disjunctia, notata cu V, in limbaj uzual citim sau,

11



12 1.1. MULTIMI

4) implicafia, notatd cu =, in limbaj uzual citim rezulta ca, implica; iar notatia A = B
se citeste dacd A, atunci B;

5) echivalenta, notata cu <, in limbaj uzual citim atunci si numai atunci sau dacd $i
numas dacd.

In afarii de acesti operatori logici, in cele ce urmeaza, vom folosi si cuantificatorii:

1) cuantificatorul universal, notat V, in limbaj uzual citim pentru orice sau pentru
fiecare, sau pentru tofi (acest semn reprezintd prima literd  rasturnatd” a cuvantului
englez All);

2) cuantificatorul existential, notat 3, in limbaj uzual citim ezistd (acest semn reprezinta
prima litera rasturnatd” a cuvantului englez Exist).

Notatia J! se citeste existd un singur, iar imbinarea de cuvinte astfel incdt se va
abrevia cu a.l.

., Meritul nemuritor al lui Georg Cantor este acela de a se fi hazardat in dome-
nwul infinitului fard o se teme de lupta, interioard sau externd, nu numai
cu paradozurile imaginare, cu prejudecatile larg raspandite, cu sentintele filo-
zofilor, dar si cu opiniile exprimate de mari matematicieni. In acest mod el a
creat un nou domeniu — teoria mulfimilor.” F. Hausdorff

Conceptul de multime este unul de baza in matematica. Toate obiectele matematice se
reduc, in ultima instanta, la acest concept. Intuitiv se poate spune ca o multime este: 0
colectie de obiecte de naturd oarecare, bine determinate si bine distincte ” (Georg Cantor
(1845 — 1918), creatorul teoriei multimilor, matematician german).

Cuvintele colectie, familie si clasa vor fi sinonime cu mulfime.

Obiectele care alcatuiesc multimea se numesc elementele sau punctele multimii.

Fie A o multime. Scriem x € A dacd x este un element al multimii A; in caz contrar
x ¢ A.

Unele multimi pot fi descrise enumerand elementele lor. Astfel {xy,z9,...,2,} este
multimea ale ciirei elemente sunt 1, zo, . .., Z,; {x} este multimea al ciirei singur element

este x. De regula, multimile sunt descrise prin proprietatile lor. Scriem
A={z:P(x)} sau A={z| P(x)}
pentru multimea tuturor elementelor x care au proprietatea P.

Exercitii.

1. Enumdrati elementele multimii {x € Z | Jy € Z : |z| + |y| = 2}.
2. Sunt oare adevarate urmatoarele afirmatii:

a)Va € Z,3x € N ai. 2?2+ ax =0,

b)Va€Z, Iz € Z ai. 2*+ax=0?
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O multime care contine un numar finit de elemente se numeste finitd, iar in caz contrar,
nfinitd.

Mul{imea care nu are nici un element se numeste vidd si se noteaza ().

O multime A se numeste submulfime a multimii B daci fiecare element al multimii A
este si element al multimii B, adica

re€A = x€B.

Se noteazda A C B sau B D A.
Convenim cd pentru orice mul{ime A avem () C A.

1.1.3 Operatii cu multimi

Definitia 1.1. Multimile A si B se numesc egale dacdi A C B si B C A. Se noteaza
A= B.

Definitia 1.2. Se numegte reuniunea multimilor A gi B, multimea C| care consta din acele
elemente care-i apartin cel putin uneia din multimile A sau B. Se noteaza C = AU B.

Astfel AUB ={x |z € A sau z € B}.

Definitia 1.3. Se numeste intersecfia multimilor A i B, multimea D, care constd din
acele elemente care-i apartin gi lui A si lui B. Se noteazd D = AN B.

Astfel ANB={z|z€ A §i z € B}

Definitia 1.4. Se numeste diferenta multimilor A si B, multimea FE, care consta din
elementele lui A care nu sunt elemente ale lui B. Se noteazid £ = A\ B.

Astfel A\B={x|x€ A si = ¢ B}.

Definitia 1.5. Doud mul{imi A gi B care nu au elemente comune (adici AN B = ) se
numesc disjuncte.

Propozitia 1.1. Fie multimile A, B gi C. Atunci avem:
1) proprietatea de idempotenta:

ANA=AUA=A
2) proprietatea de comutativitate:

ANB=BNA

si
AUB=BUA.

3) proprietatea de asociativitate:

(ANB)NC =AN(BNC)
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i
§ (AUB)UC =AU (BUCQO).
4) proprietatea de distributivitate:
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
s
AUu(BNC)=(AUuB)Nn(AUCQC).
Observatie. Analog se definesc mul{imile
AiNAsnN...NA,
sl

ATUA UL UA,.

Mai general, fiind data o familie de multimi A;, cu i € I, unde [ este o multime arbitrara
de indici, putem considera
N Ai>

i€l

multimea tuturor elementelor care apartin tuturor multimilor A; si

U Ai7

i€l
multimea tuturor elementelor care apartin cel putin unei multimi A;.

Propozitia 1.2 (Legile lui De Morgan). Pentru trei multimi A, B si C' avem:
AN (BUC) = (A\B)N(A\C)

s
A\ (BNC)=(A\B)U(A\C).

Definitia 1.6. Se numeste diferenta simetricd a multimilor A si B, multimea F, ele-
mentele careia ii apartin lui A, dar nu-i apartin lui B gi-i apartin lui B, dar nu-i apartin
lui A. Se noteaza F'= A A B.

Decit AAB={z|z€A §i ¢ B sau € B gi v ¢ A}.

Definitia 1.7. Fie X o mul{ime §i A o submultime a lui X. Submultimea lui X formata
din acele elemente ce nu apartin lui A se numeste complementara lui A in raport cu X.
Se noteaza C'x A.

Deci CxA={x e X |z ¢ A}

Definitia 1.8. Fie A si B doud mul{imi. Multimea ale carei elemente sunt toate perechile
ordonate (a,b), cu a € A si b € B se numeste produsul cartezian al multimilor A i B (in
aceastd ordine). Se noteaza A X B.
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Deci A x B={(a,b) |a€ A si be B}.
Observatie.
(a,b) = (d, V)<= a=d s b=V.

Exercitii.
Aflati multimile AUB, ANB, A\ B, B\ A, AA B, daca
a) A={reR:2?-32<0}, B={r eR: 2% —4x+ 3 > 0};

b)A={zeR:|z—-1 <2}, B={xeR: |z -1+ |z —2| < 3}.

1.1.4 Relatii binare. Relatia de ordine. Relatia de echivalenta
Fie data o multime nevida A.

Definitia 1.9. Se numeste relatie binara definitd pe mulfimea nevida A o submulfime
nevida R a produsului cartezian A x A.

Daca (z,y) € R vom scrie zRy i vom citi: x se afli in relatia R cu y.
O relatie binard R pe o multime nevidid A se numesgte:

— refleriva, daca xR x, pentru orice x € A;

— simetricd, daca xRy = yRux, pentru orice x,y € A;

— antisimetrica, dacd (rRy si yRx) = x =y, pentru orice z,y € A;
— tranzitiva, dacd (rRy si yRz) = xRz, pentru orice z,y,z € A.

Definitia 1.10. O relatie binard pe multimea nevida A se numeste relafie de ordine pe

A, dacd ea este reflexivi, tranzitiva si antisimetrica.

Observatie. De multe ori relatia de ordine R se noteaza prin < . Astfel, xRy se scrie
sub forma x < y.

Definitia 1.11. Un cuplu (A, <), unde A este o multime nevida, iar < este o relatie de

ordine pe A se numegte mulfime ordonatad.

Definitia 1.12. Mutimea ordonata (A, <), se numeste total ordonata daci pentru orice
z,y € Aavem x <y sau y < x (adici orice doui elemente sunt comparabile).

Definitia 1.13. O relatie R pe o multime nevida A se numeste relafie de echivalentd

daca este reflexiva, simetrica si tranzitiva.

Observatie. De multe ori relatia de echivalentd R se noteaza prin ~ . Astfel xRy se

scrie sub forma z ~ y.

Definitia 1.14. Fie ~ o relatie de echivalenta pe A si x € A. Multimea
r={yeAlr~y}

se numeste clasa de echivalenta a lui x.
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Observatie. Fie ~ o relatie de echivalentd pe A gi x,y € A. Atunci T = ¥ sau

-~

TNy =0.

Definitia 1.15. Fie ~ o relatie de echivalentd pe A. Multimea
{T|zeAj,

notatd A/ ~, se numeste multimea cdt (sau factor) a lui A generata de ~ .

Definitia 1.16. Fie ~ o relatie de echivalenta pe A. Functia
p:A— Al ~,

data de p(x) = T, pentru orice x € A, se numeste surjecfia canonicd generatd de ~ .

1.2 Notiune generala de functie

1.2.1 Notiune de functie. Diferite moduri de definire a functiei.
Graficul functiei

Pentru matematicienii de acum un secol gi jumatate, cuvantul functie insemna, in mod

obignuit, o formula, ca de exemplu
f(z) =2*+22 -5,

care asocia oricidrui numar real un alt numar real.

Faptul ca anumite formule, ca de exemplu
flz) = vz =3,

nu asociau numere reale oricarui numar real, era binecunoscut, dar nu era considerat ca
un motiv destul de solid pentru a extinde notiunea de functie.
Intrebarea daca asocierea

f(x) = ||

este o functie”, a niascut controverse la acel timp, deoarece, in definitiv, definitia lui |z
este datd ,pe bucati”, anume

2] x, daca x>0
xTr| =
-, daca x < 0.

Pe masura ce matematica s-a dezvoltat, a devenit din ce in ce mai clar ca cerinta ca
o functie sa fie data printr-o formula este foarte restrictiva gi ca o definitie mai generala
este necesara.

Iata o definitie ,,provizorie” a notiunii de functie:
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Definitia 1.17. Fie X gi Y doua multimi. Vom numi o functie f de la mulfimea X la
multimea Y o lege de corespondenta conform céreia fiecarui element x € X i se asociazi
un unic element y € Y.

Termenii functie, aplicatie, operator, corespondenid, transformare sau reprezentare
sunt sinonime.

Sa observam ca definitia functiei de mai sus, are un punct slab, anume ambiguitatea
expresiei ,lege de corespondenta”.

Am dori sa eliminam acest inconvenient prin definirea functiei numai in termeni de
teoria multimilor. Aceasta abordare are dezavantajul de a fi oarecum artificiala, dar
cagtigul in ceea ce privegte rigoarea este mult mai important comparativ cu orice altfel
de dezavantaje.

Definitia 1.18. Fie X gi Y doud multimi. O functie de la X la Y este tripletul format
cu aceste doud multimi si o submultime f a lui X x Y cu proprietitile urmatoare:

1) pentru orice x € X existd y € YV astfel ca (z,y) € f;

2) dacd pentru x € X gi y,y' € Y avem (z,y) € f si (x,y') € f, atunci y = ¢/

Tripletul (XY, f) se mai noteaza

f: X —=Y sau X v sau y=f(zx),z e X.

Multimea X se numeste domeniul de definifie a functiei f i se noteaza D(f).

Elementul y pe care legea f il pune in corespondenta elementului x € X se numegte
imaginea elementului x prin f sau valoarea lui f n z ¢i se noteazd f(x). Elementul = se

numeste variabila sau argumentul functiei.

Multimea
E(f) ={y |3z e D(f): f(z) =y}
se numeste multimea valorilor aplicatiei f sau codomeniul lui f.
Exemple.

1) Fie X o multime. Aplicatia Ix : X — X, definitd prin: Ix(x) = x, pentru fiecare
x € X este numita aplicatia identica a mulfimii X.

2) Functia signum, notata sign : R — R este definita prin:

—1, daca x <0
sign(x) = 0, dacda =0
1, daca x> 0.

3) Functia lui Dirichlet f : R — R este definiti prin:

0, dacd z ¢ Q
J(w) = { 1, daca z € Q.
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Considerdam ca functiile f; : X; — Y] si fo : Xo — Y5 sunt egale atunci gi numai atunci
cand

1) X7 = Xy,

2) fi(x) = fa(x), pentru orice z € X;.

Se noteaza f; = f.

Definitia 1.19. Fie f: X — Y si Xy C X. Definim functia fy: Xg — Y punand
fo(x) := f(z), pentru orice x € Xj.

Functia fy se numeste restrictia funcfier f la mulfimea X, iar functia f se numeste

prelungirea functier fo la mulftmea X.
Restrictia lui f la X, se noteazd cu simbolul f |x, .

Definitia 1.20. Fie f: X - Y si A C X, B C Y. Imaginea mulfimii A prin functia f se

numeste multimea
flA) ={y| e A: f(z) =y} = {f(z) |z € A},
Preimaginea sau imaginea reciproca a mulfimic B prin functia f se numeste multimea
f7B)={2|WeB: flz)=y}={reX|f(z) € B}.
Remarcam ca f(A) CY, f~Y4(B) Cc X.
Definitia 1.21. Fie f: X — Y. Vom numi graficul functiei f, multimea

G(f) ={(z,y) e X xYV |x e X,y= f(r)}.

1.2.2 Clasificarea functiilor: surjectii, injectii, bijectii
Definitia 1.22. Functia f : X — Y se numeste surjectiva (sau aplicatia multimii X pe
Y') dacd imaginea lui X prin f, adicd f(X), coincide cu Y

F(X) =Y.

Exemplu. Functia f: R — R, f(z) = 2% nu este surjectva, deoarece y = —1 nu are
preimagine prin f, ciici nu existii asa numér real = pitratul ciruia ar fi egal cu —1. Insi
functia f: R — R, f(z) = 22 este o surjectie.

Definitia 1.23. Functia f : X — Y se numeste injectiva dacd pentru orice x; € X si
orice 9 € X :

v #Fwy = f(r1) # f(22).
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Exemplu. Functia f : R — R, f(z) = 22+ 1 este injectivi. Intr-adevir, dacd 2, # x5
si admitem prin absurd ca f(z1) = f(z2), obtinem

201+ 1=22+1 & z1 = 29,

ceea ce contrazice ipoteza x; # xs.

Functia f : R — R, f(z) = 2 nu este injectivd, deoarece pentru r; = —1 §i 2o = 1
avem f(z1) = f(22) = 1.
Definitia 1.24. Functia f : X — Y care este simultan surjectiva gi injectiva se numeste
bijectiva.

Exemplu. Functiile liniare f : R — R, f(z) = ax + b, unde a i b sunt constante

reale, sunt bijectii.

Exercitiu. Aflati F(f) pentru functiile:

aA) X=Y=Z: fx)=x+1,z€Z

b) X=Y=Z: f(z)=|z|+ 1,2 €Z;

) X=Y=Z: f(x)=2>—-6x+5,z€Z.

Care din aceste functii sunt surjectii? injectii? bijectii?

1.2.3 Compunerea functiilor. Functii inverse, parametrice si im-
plicite

Fie f : X — Y, iar g : Y — Z. Deoarece f(X) C Y, functia g, fiecirui element

f(z) € f(X) C Y ii asociaza un anumit element g(f(x)) € Z. In aga fel, fiecirui = € X

conform legei go f i se pune in corespondenta elementul (go f)(x) = g(f(z)), g(f(z)) € Z.
Astfel este definitd o functie noud, care se numeste compunerea sau superpozitia functiilor

fsig.

Definitia 1.25. Fie f: X — Y, g: Y — Z. Functia h : X — Z, definita de formula
hz)=g(f(z)), € X (h=gof)

se numeste functie compusda sau compunerea functiilor f si g.

De exemplu, functia

h=vV1—-22 ze[-1,1]

este compozitia functiilor

fla)=1-2" ze[-11] s g(y) =y ye0,+o0).

Definitia 1.26. Fie f : X — Y este o functie bijectivd. In acest caz, fiecirui y € Y ii
corespunde o singurd preimagine x, pe care o vom nota cu f~1(y) si asa incat f(z) = v.
Deci, este definita o functie f~!: Y — X care se numeste functia inversd functiei f.
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Evident, ca functia f este inversa functiei f~!. De aceea functiile f si f~! sunt numite

reciproc inverse. Pentru ele au loc relatiile

' w) =y (WweY), [ Hflx)=z (VzeX).

De exemplu, functia f(z) = sinz, z € [—g,g
segmentul [—1,1]. Deci pe [—1,1] este definitd functia inversa functiei sinus si anume

} este bijectiva si primeste valori pe

functia arcsin : [—1,1] — |—=, z} :

22
Definitia 1.27. Fie o : Q@ — X, ¥ : Q — Y, si cel putin una din aceste functii, de
exemplu ¢, este bijectivd. Atunci existd functia inversi ¢! : X — Q, deci si functia
Yot X — Y. O functie astfel definitd se numeste functie definitd in mod parametric

cu ajutorul functiilor ¢ 1 Q0 — X si 1 : Q) — Y, iar variabila din €2 se numegte parametru.

De exemplu, egalititile © = acost, y = asint, 0 < t < 7 definesc parametric functia
y=+Va?—1% z € [—a,a]. Intr-adevir, intrucat ¢t — acost, t € [0,7] este o bijectie
[0, 7] — [—a,al], pentru fiecare = € [—a, a] din egalitatea x = acost aflam valoarea unica
t = arccos ; care apartine segmentului [0, 7]. Inlocuind aceastd valoare in a doua egalitate,

) T ) T 2
y = asin | arccos — ) = ay/1 — cos® [ arccos — | = a4y/1 — —
a a

adicd y = va? — 2%, x € [—a.a].

obtinem

Definitia 1.28. Fie ci pe mulfimea G = X X Y este definita o functie /' : G — A, unde
multimea A contine elementul nul. Admitem ci existd multimile £ C X, B C Y asa
incat pentru fiecare x € F fixat, ecuatia F'(x,y) = 0 are o singura solutie y € B. Atunci
pe multimea E poate fi definita o functie f : E — B, care fiecarui * € F ii pune in
corespondenta acea valoare y € B, care pentru z indicat este solutia ecuatiei F'(x,y) = 0.

Referitor la functia y = f(z), x € E, y € B, astfel definitd se spune ca ea este definita
implicit prin ecuatia F(x,y) = 0.

De exemplu, ecuatia

defineste functia y = 222, x # £2.
Exercitii.
1. Fiey =cosz, v=1Iny, u= /3 +v2. Aflati uovouy.
2. Aflati functia inversi functiei y = 2% — 1, x € R.
3. Aflati expresia explicita pentru functia definita parametric

2at 2at?

= = 0<t< .
X T+ Y T+ < +00
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3
4. Aflati expresia explicitd pentru functia f : [7,27] — [g, g} , definitd implicit de
ecuatia
. T 3T
cosx +sinz =0, zé€[r2n], y€ {E, 7} .

1.3 Notiunile de grup, inel si corp

Definitia 1.29. Un cuplu (G, *) format cu o multime nevida G si cu o lege de compozitie
x pe G (adicd = x y € G, pentru orice z,y € G), se numeste grup dacd sunt verificate
urmatoarele axiome:

1)

rx(yxz)=(r*y)*z,

pentru orice z,y, z € G,
2) existd e € G astfel incat

exTr=x*xe=uw,

pentru orice x € G,
3) pentru orice = € G existd 2’ € G astfel incat

dxr=xx1 =e.

Daca in plus este verificata gi axioma
4)
THY =Yk,

pentru orice z,y € G, atunci grupul se numeste comutativ (sau abelian).

Observatie. Elementul e este unic determinat si se numeste elementul neutru al
grupului G. Elementul 2’ este unic determinat si poartd numele de simetricul (sau inversul

sau opusul) elementului x.

Definitia 1.30. O multime nevida A, impreuna cu doui legi de compozitie + si - (adica
r+y € Agix-y € A, pentru orice x,y € A) se numeste inel dacd sunt verificate
urmatoarele axiome:
1) (A, +) este grup abelian;
2) (A, -) este monoid, adica
2')
- (y-z)=(r-y) 2
pentru orice x,y,z € A;
2") exista 1 € A astfel incat

pentru orice x € A.
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v (y+z2)=z-y+x-2
gl

(y+z2)-z2=y-x+2-x,
pentru orice z,y, z € A, adicd inmultirea este distributiva fatd de adunare la stanga si la
dreapta.

Observatie.

1. Elementul neutru al grupului (A, +), notat cu 0, se numeste elementul zero al
inelului, iar 1 (care este unic determinat) poartd numele de elementul unitate al inelului.

2. Daca este satisfacuta si axioma:

Toy=y-,

pentru orice x,y € A, atunci spunem ca inelul A este comutativ.
3. Spunem ca A este un inel farda divizori ai lui zero daca pentru orice x,y € A,

x#0 ¢i y#0 implica x-y # 0.
Un inel comutativ cu cel putin doud elemente si care nu are divizori ai lui zero se

numeste domeniu de integritate.

Definitia 1.31. Un inel K se numeste corp daca 0 # 1 si daca este satisfacuta urmatoarea
axioma:
pentru orice z € K \ {0} existd 27! € K astfel incat

r-xr o=z -x=1,

adica orice element al lui K care este diferit de 0 este simetrizabil in raport cu inmultirea.
Un corp se numeste comutativ daca inmultirea sa este comutativa.

1.4 Multimea numerelor reale. Axiomatica multimii

numerelor reale

Definitia 1.32. Fie A o multime nevida. Daca fiecirei perechi de elemente (z,y) € Ax A
conform unei anumite legi * i se pune in corespondenta elementul z € A, atunci spunem

ca pe multimea A este definita operatia algebricd = gi se noteazid z = x * y.

Definitia 1.33. O multime R se numeste mulfime de numere reale, iar elementele ei se
numesc numere reale, daci ea este inzestratd cu doud operatii algebrice + (adunarea)
((x,y) — z+y) si - (inmultirea) ((z,y) — x-y) si cu o relatie de ordine notatd ,<”, care
satisface urmatorul complex de axiome:

1. axiomele adunérii;

2. axiomele inmultirii;

3. axiomele de ordine;

4. axioma continuitatii.
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1.4.1 Axiomele adunairii, unele consecinte ale lor

Se defineste operatia de adunare
+:RxR—-=R

care fiecarei perechi (z,y) de numere reale ii pune in corespondentd numarul z € R care
se numeste suma numerelor x,y si au loc axiomele:

1. Adunarea este comutativa: x + y = y + x, pentru orice x,y € R.

2. Adunarea este asociativa: (r +vy)+ 2z =x + (y + 2), pentru orice z,y, z € R.

3. Exista un numar numit zero si notat cu 0 incat x + 0 = z, pentru orice z € R.

4. Pentru orice numéar x € R existd un numar notat cu —z si numit numdar opus astfel
incat x + (—x) = 0.

Consecinte din axiomele adunarii:

1. In multimea R zero este unic.

2. Pentru fiecare numar real numarul lui opus este unic.

3. Pentru orice pereche ordonatd de numere = gi y numirul x + (—y) se numegte

diferenta numerelor x si y si se noteaza x — y.

1.4.2 Axiomele inmultirii, unele consecinte ale lor

Se defineste operatia de inmulfire - : R x R — R, care fiecdrei perechi de numere
(z,y) ii pune in corespondenti elementul x - y € R numit produsul lor si sunt satisficute
axiomele:

1. Tnmulpirea este comutaliva: x -y =y - x, pentru orice z,y € R.

2. Inmultirea este asociativi: (z-y) -z = x - (y - z), pentru orice z,y, z € R.

3. Exista un aga numar numit unitate si notat cu 1 incat x-1 = z, pentru orice z € R.

4. Pentru orice x # 0 existd un numdir, numit inversul lui x, notat cu ! sau — astfel
x

incat -z~ = 1.

5. Proprietatea de distributivitate a inmultirii fatd de adunare z- (y+2) = z-y+x - z,
pentru orice x,y, z € R.

Consecinte din axiomele inmultirii:

1. In multimea R numirul unitate este unic.

2. Vox € R,z #0, ot

3. Pentru orice pereche ordonatid de numere z,y € R gi y # 0 numarul x - y=! se
numeste cdtul numerelor x si y.

Consecinte din axiomele de adunare si inmultire:

l.VreR: x-0=0.

2.2-y=0 =x=0 sau y=0.

Exercitiu. Demonstrati consecintele de mai sus.

Observatie.

1. (R, +) este un grup abelian.

2. (R, +,-) este un corp comutativ.
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1.4.3 Axiomele de ordine

Pe multimea R este definita o relatie de ordine notatd cu ” < 7. Conform definitiei
relatiei de ordine avem urmatoarele proprietati:

1. x < x, pentru orice z € R.

2. (x<y si y<zx)=x <z pentru orice x,y, z € R.

3. (x <y si y<zx)= =y, pentru orice x,y € R.

4. Relatia de ordine pe multimea R este totald, adica pentru orice x,y € R, avem fie
x <y, fiey <.

5. Daca pentru xz,y € R, x <y, atunci x 4+ z < y 4+ z pentru orice z € R.

6. Daca pentru z,y e R,z <ysi0 <z, atunciz - 2 <y - 2.

1.4.4 Axioma continuitatii

Daca X si Y sunt submultimi nevide din R si satisfac conditia:
Vee X si VyeY: x<uy,
atunci in R existd un astfel de numar ¢ € R incat
r<c<y, Vre X,VyeY.
In multimea R are loc proprietatea lui Arhimede:
VeeR,dAneZ al n<xr<n+1.
Acest numar n se numeste partea tntreagd a lui x si se noteaza [x].

Exemplu. [1,2345] = 1, [—1,2345] = —2.

Definitia 1.34. Fie x € R. Vom numi modulul sau valoarea absolutd a numarulul x,

numarul
z, >0
|z| = max(z, —x) =
-z, x<0.
Proprietati:
1. |z| > 0, pentru orice z € Rgi |z =0« 2z =0.
2. |zy| = |x| - ly|, pentru orice x,y € R;
e i;, pentru orice z,y € R,y # 0;
Y Y

|
4. Fie x € Rgi e > 0. Avem
|z] <e e x € (—¢¢)

|z] > e < x € (—o00,—¢) U (g, +00)
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5. | +y| < |z| + |y|, pentru orice =,y € R (inegalitatea triunghiului);
6. |z —y| > ||z] — |y||, pentru orice z,y € R.

Vom numi distantd pe multimea R o functie d definitd pe produsul R x R cu valori
reale nenegative care satisface urmatoarele conditii:

L. d(z,y) =0z =y;

2. d(z,y) = d(y,x) pentru orice x i y € R,

3. d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) pentru toti z,y §i z € R.

Usor se verifica ca functia d(x,y) = | — y|, =,y € R este o distanti pe R.

1.4.5 Dreapta reala

Sa consideram o axa, adicd o dreapta pe care sunt fixate un punct O numit origine,
—
o unitate de masura si un sens. Fie & = OA vectorul unitate. Notam cu A multimea
punctelor acestei axe si observam ca A se poate organiza ca un grup in raport cu operatia
de adunare data prin: dacd M, N sunt puncte din A, atunci P = M + N se defineste de
. . — —_—  —
relatia vectoriala OP = OM + ON.
De asemenea pe A se introduce relatia de ordine:

M < N <= vectorii. MN si u au acelagi sens.

Admitem ca A este un grup ordonat in care functioneaza proprietatea lui Arhimede
si in care orice submul{ime nevida majorata a sa are margine superioara.

In aceste conditii, se arati ci existi o singurd aplicatie ¢ : R — A care asociazi
oricirui numar real z, acel punct unic M € A asa ca OM = 2z, deci ¢(z) = M si in
particular ¢(0) = O, (1) = A.

0o A M A

Aplicatia 1 este o bijectie, numitd bijectia lui Descartes. Prin bijectia lui Descartes
multimea R poate fi identificatd cu multimea punctelor unei axe, ceea ce motiveaza de-
numirea de dreaptd reald ce se foloseste pentru multimea R si de puncte pentru numere
reale.

Fie a,b € R asa ca a < b. Numim

- interval tnchis si marginit de origine a gi extremitate b, notat cu [a,b] multimea

tuturor numerelor reale x asa incat a < z < b.

LD R
a b A
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- interval deschis de origine a gi extremitate b, notat (a,b) multimea tuturor numerelor
reale x aga incat a < x < b.

a b A

- interval semi-deschis de origine a gi extremitate b, deschis in a (resp. b), inchis in b
(resp. a), notat (a,b] (resp. [a,b)) multimea tuturor numerelor reale x aga incat a < x <b
(respectiv a < x < b).

AL
{
a b

]
]

I>V
S .
S
~—
I>V

1.4.6 Notiune de vecinatate a unui punct

Definitia 1.35. Fie zy € R. Un interval deschis centrat in xy de forma (2o — &,z +¢) se
numegte e -vecindtatea punctului zo $i se noteazd cu U(xg; ).

( \
€ )
To— € Zo To+e A

Definitia 1.36. Vom numi vecindtate a punctului ro € R o multime V' C R care contine

un interval deschis centrat in punctul xg.

Exemplu. Intervalul (—2,3) este o vecinidtate a punctului 1, deoarece el contine
intervalul deschis (0, 2) centrat in 1.

Proprietatea de separatie Hausdorff. Daci x,y € R si x # y, atunci existd

vecinatats disjuncte ale lor.

Exercitiu. Demonstrati proprietatea de separatie Hausdorff.

Definitia 1.37. Fie A C R o mul{ime nevida. Un punct © € A se numeste interior
multimii A, daci existd o e—vecindtate a acestui punct care in intregime se contine in A.
Multimea tuturor punctelor interioare mul{imii A se numeste interiorul lui A si se
noteaza ;1 .
Dacia toate punctele multimii A sunt interioare, (adica ;1: A), atunci A se numegte
mulfime deschisa.

O multime A se numeste inchisd, daca complementara ei este deschisa.
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Exemplu. Un interval deschis (a,b) este multime deschisa, deoarece daca xy € (a,b)

$i e <min{zg — a,b— xo}, atunci
(g —e,20 +€) C (a,b).

Intreaga multime R = (—00, +00) este deschisd si deci multimea vida 0 () = CgR)
este inchisd. Totusi, multimea vida () este totodati si deschisd, pentru a nega aceasta este
suficient de a considera c& () contine cel putin un punct care nu este interior, ceea ce este
absurd, cdci () nu contine puncte. Deci, () este deschisa, iar R = Cgl) este inchisd. Prin
urmare, R si () sunt concomitent deschise si inchise. Acestea sunt singurele submultimi
ale lui R cu aceasta proprietate.

Definitia 1.38. Fie A C R. Un punct xy € R se numeste punct de limitd sau punct de
acumulare pentru multimea A, daci in orice vecinidtate a acestui punct se contin puncte
din multimea A diferite de xy, adicd daca pentru orice € > 0 se poate gasi cel putin un
punct y € A,y # ¢ astfel incat |y — xo| < €.

Multimea punctelor de acumulare ale multimii A se numeste mulfime derivatd si se
noteaza cu A'.

Exemple.
1) Fie A =[0,1]. Multimea derivata este A" = A.
2) Pentru multimea A = (0, 1] U {2} multimea derivata este segmentul [0, 1].

1
3) Pentru multimea A = {— | n e N} multimea derivata este A" = {0}.
n

1

11
4) Multimea A =<1,-,-,..., —
2°3 100

} nu are puncte de limita, A’ = (.
Remarca. Punctul de limita al unei multimi poate sa apartina sau sa nu apartina

multimii.

Definitia 1.39. Un punct = € A se numeste punct izolat al mulfimii A daca el nu este
punct de acumulare pentru acestd multime, adica daca exista o vecinatate a lui in care

nu se contin alte puncte din A.

Definitia 1.40. Un punct z € A se numeste punct frontierd al mulfimit A daca orice
vecinatate a acestui punct contine cel putin un punct din A si cel putin un punct care nu
este in A. Multimea tuturor punctelor frontierd ale lui A se numeste frontiera lui A si se
noteaza cu 0A.

Inchiderea multimii A, notatd cu A este

A=AU0A.

Exemplu. Fie A = (—o0, —1] U (1,2) U {3}. Atunci:
1) Multimea punctelor de limita ale lui A este A’ = (—o0,—1] U [1,2].

2) 0A = {-1,1,2,3} 5i A = (—o0,—1]U[1,2] U {3}.
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3) 3 este unicul punct izolat al lui A.

4) Exteriorul lui A este (—1,1) U (2,3) U (3, +00).
Definitia 1.41. Fie zy € R. Multimea
U (xo,€) = (x0 — &, 20) U (Tg, o + €)
se numegte e—vecindtatea perforatd (sau gauritd) a punctului xo.

Teorema 1.1.
a) Reuniunea mulfimilor deschise este deschisa.
b) Intersectia mulfimilor tnchise este inchisa.
Aceste afirmatii se aplica la orice colectii, finite sau infinite, de mulfimi deschise si

inchise.

Exemplu. Intervalul inchis [a,b] € R este multime inchisd, deoarece complementara
lui este reuniunea multimilor deschise (—oo,a) si (b, +00).

Intervalul semideschis (a,b] C R nu este nici mulfime deschisa si nici inchisd. Deci,
termenii ,,deschis” i ,,inchis” nu sunt opuse in acest context, spre deosebire de cazul vorbirii
uzuale.

Se poate arata ca intersectia unui numar finit de multimi deschise este deschisa si reuni-
unea unui numar finit de multimi inchise este inchisa. Totusi, intersectia unei infinitati de
multimi deschise nu este neaparat deschisa si reuniunea unei infinitati de mulfimi inchise

nu este intotdeauna inchisa.

1.4.7 Multimea R

Vom conveni sa adaugam la multimea R doua obiecte noi, notate cu —oo gi +00, care
nu fac parte din R, numite respectiv minus infinit i plus infinit.

Vom nota prin R = R U {—oc0, +oo} si vom numi aceastd multime dreapta reald
incheiata sau compactificatd.

Vom prelungi relatia de ordine uzuald a multimii R la multimea R, convenind ci
—oo<r, T<+00, —00<+00
pentru orice z € R. In felul acesta, multimea R devine total ordonata.

Definitia 1.42. Numim vecindtate a punctului 400 orice multime V' C R care contine

un interval de forma (a, +oo] unde a € R.

Definitia 1.43. Numim vecindtate o punctului —oo orice multime V C R care contine

un interval de forma [—o0,a) unde a € R.
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1.5 Multimi marginite si multimi nemarginite. Prin-
cipiul segmentelor incluse
1.5.1 Element maxim si element minim al unei multimi. Multimi
marginite

Definitia 1.44. Fie A C R. Daca existd un numir a € A, astfel incat

x<a,VreA,
atunci elementul a se numeste element maxim al multimii A si se noteaza a = max A.
Definitia 1.45. Fie A C R. Daca existd un numir a € A, astfel incat

a <z VreA,
atunci elementul a se numeste element minim al mul{imii A si se noteaza a = min A.
Definitia 1.46. Fie A C R. Daci existd un numir d € R, astfel incat

x<d,VreA,

atunci multimea A se numeste mdrginitd superior sau majoratd, iar numarul d se numeste

magjorant al multimii A.

Definitia 1.47. Fie A C R. Daca existd un numér ¢ € R, astfel incat
c <z VreA,

atunci multimea A se numeste mdarginitd inferior sau minoratd, iar numarul ¢ se numeste

minorant al multimii A.

Definitia 1.48. O multime marginita gi superior si inferior se numeste mulfime marginita,
adica 3m, M e R, ai m <z < M, Vr € A.
Echivalent, multimea A este marginita daca exista o constanta pozitiva K > 0, astfel
incat
lz| < K,Vx € A.

1.5.2 Marginea superioara si marginea inferioara a unei multimi
marginite
Definitia 1.49. Fie A C R o multime majorata. Un majorant ¢* al multimii A se numegte

margine superioard sau supremum al multimii A dacad c¢* este cel mai mic majorant al lui
A, adici pentru orice alt majorant d, avem c¢* < d. Se noteaza ¢* = sup A.
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Definitia 1.50. Fie A C R o mul{ime minorata. Un minorant c, al multimii A se numeste
margine inferioard sau infimum al multimii A daca c, este cel mair mare minorant al lui

A, adica pentru orice alt minorant ¢, avem ¢ < ¢,. Se noteazid ¢* = inf A.

Observatie. Fie A o multime majorata a lui R, ¢* = sup A si € > 0 un numar strict
pozitiv. Deoarece ¢* —e < ¢* rezultd ci ¢* — e nu este majorant al lui A, deci existi a € A
cu ¢ —e < a (g1 evident a < ¢* deoarece ¢* este un majorant al lui A), deci #n orice
interval de forma (¢* — €, ¢*] existd elemente din A.

Astfel obtinem afirmatiile.

Teorema 1.2 (de caracterizare a marginii superioare a unei multimi). Fie A
o submultime nevida a lut R. Un numar ¢* este margine superioard a mulfimit A C R
atunci st numai alunct cind

1. x < c* pentru orice v € A i

2.Ve>0, dx.€A ai x.>c" —e¢c.

Teorema 1.3 (de caracterizare a marginii inferioare a unei multimi). Fie A o
submultime nevida a lut R. Un numar c, este margine inferioara a mulfimii A C R atunci
st numat atunci cind

1. ¢* < x pentru orice x € A si

2.¥e>0, dx.€e A ai x.<c" +e.

Axioma lui Cantor (marcheazi una dintre deosebirile esentiale dintre Q si
R). Orice submultime nevida marginita superior a lui R are margine superioard. Orice

submultime nevida marginita inferior a lut R are margine inferioard.

Remarca. Pentru submultimile multimii Q afirmatia de mai sus nu are loc.
Intr-adevir, de exemplu A = {z € R | 2> < 3} si B = {zr € Q | 2* < 3}. Avem
sup A = /3, sup B = /3, dar sup A € R, iar sup B ¢ Q.

Exercitiu. Reprezentati pe axa reald multimea A = {x € R | |5z — 7| < 10}. Exista
oare max A, min A, sup A, inf A?

1.5.3 Principiul segmentelor incluse (principiul Cauchy - Cantor)

Definitia 1.51. Un sistem de segmente

[ala b1]7 [CL27 62]7 ey [aTu bn]a s
asa incat
[a1,b1] D [ag,bs] D ... D [an, by D ...
se numeste sistem de segmente incluse.

Definitia 1.52. Fie dat un sistem de segmente [a,,b,] n = 1,2,.... Vom spune ci
lungimile segmentelor [a,,by] tind la 0 cu cresterea lui n = 1,2,..., dacd pentru fiecare
numdr pozitiv e > 0 exista un aga numar natural (rang) N (¢) incat pentru toate numerele
n > N(e) are loc inegalitatea b, — a,, < €.
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Teorema 1.4 (Principiul segmentelor incluse Cauchy—Cantor). Pentru orice sis-
tem de segmente incluse I,, = [an,b,], n = 1,2,..., lungimile carora tind la 0, exista un

singur punct ¢ comun tuturor segmentelor sirulus.

Demonstratie. Sa aratam mai intai existenta unui punct comun tuturor segmentelor
sistemului dat, iar apoi vom demonstra unicitatea lui.
Sa construim multimile A = {a,,, m € N*} si B = {b,,n € N*}. Observam ca

am < bn, ¥Ym € N* g Vn e N~

Conform axiomei continuititii se va gési un punct c astfel incat a,, < c¢ <b,, Vm € N*,

Vn € N*. In particular, daci m = n obtinem
a, <c<b,,Vn e N adici c€ [a,,b,],Vn € N*.

Sd demonstrdm unicitatea acestui punct. Cu acest scop admitem contrariul, adica ca se
va gasi cel putin incd un punct ¢’ # ¢ comun tuturor segmentelor sistemului. Si fie ¢ < .
Intrucat a, < <b, si a, <c<b,, Vn € N* avem

d—c<b,—a,VneN". (1.1)

Deoarece lungimile segmentelor [a,,b,] tind la 0, pentru numarul pozitiv arbitrar
(oricat de mic) € se va giisi un segment [a,,, b,,] lungimea ciruia va fi mai mica decat ¢,

adicd by, — an, < . Dar atunci, din (1.1]) obtinem
d—c<by —an <e,

adicd d —c < e.

Astfel am obtinut cd numirul nenegativ ¢ — ¢ este mai mic decat orice numéar pozitiv
g, ceea ce e posibil doar daca ¢ — ¢ = 0, sau ¢ = c¢. Dar aceasta contrazice conditia
¢ # c astfel presupunerea cd punctul ¢ nu este unic este falsi si este adeviratd afirmatia
teoremei.
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Capitolul 2

Sirurl de numere reale

2.1 Sir numeric. Limita sirului numeric

2.1.1 Notiune de gir numeric. Siruri marginite. Exemple

Definitia 2.1. Se numeste gir de numere reale o functie f : N — R.

Vom nota f(n) = a,, unde n este rangul sau locul termenului a, in gir. Termenul a,

se numeste termenul general al girului. Sirul
ap, A1, A2, ...,0p, ...

va fi notat pe scurt (a,)nen sau simplu (ay,).

Exemple.
1 ) 11 1
1. | — este sirul 1, =, =, ..., —, ...
n) e 2°3 n
2. (n), ey s On = sin% este sirul 0,1,0,-1,0,1,0, —1,....

3. (an)pens @n = (—1)" este sirul 1, -1,1, -1, ...

Definitia 2.2. Sirul numeric (a,),en Se numeste marginit dacd se poate gési o constanta
pozitiva M > 0 aga incat |a,| < M, Vn € N.

Deoarece
la,| < M <= a, € [-M, M],

girul numeric (a,),en este marginit daca toti termenii lui se contin intr-un segment finit.

Exemple.
1
1. Sirurile (—) , ((=1)")pen sunt marginite.
neN*

2. Sirul (n?),en este nemarginit.

33
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2.1.2 Notiune de limita a sirului numeric

Definitia 2.3. Se spune ci sirul numeric (a,)nen are limita a € R §i se scrie

lim a, =a, sau a, — a,n — 00,

n—oo
dacd pentru orice ¢ > 0 existd un rang N(e) (dependent de ) astfel incat pentru toti
termenii girului a,, cu rangul n > N(e) are loc inegalitatea |a, — a| < .

lim an:a<di4f>vg>0,E|N(€) eN ai |a,—a|] <e,Vn> N(e).

n—oo
Sirul numeric care are limita se numeste sir convergent. Sirul numeric care nu are
limita se numeste sir divergent.
Observam ca

la,—a|<e& —e<a,—a<esSa—c<a,<atesa, € (a—e,a+e) < a, € Ula;e).
Prin urmare, putem da o definitie echivalenta celei de mai sus

Definitia 2.4. Se spune cd sirul (a,)nen are limita a € R dacd orice interval deschis

centrat in a contine toti termenii girului, cu exceptia unui numar finit dintre ei.

Exemplu. Demonstrati ca
dn — 3

im =
n—oo 2n + 1
Conform definitiei limitei girului pentru un numéar € > 0 arbitrar trebuie sd gasim un rang
N(e) € N, astfel incat Vn > N(e) sd fie adevarata inegalitatea

4dn — 3
2n+1

—2‘<€.

Vom rezolva ultima inegalitate in raport cu n.

4dn — 3
2n+1

dn — 3 —4n — 2
2n+1

—2‘<5<:> ‘<g<:>

Astfel dacd vom pune

atunci Yn > N(g) va avea loc inegalitatea
NPTV oo 4An—3
limitei inseamna ca lim =
n—oo 2n + 1
Daca € = 0.1, atunci N(g) = 25, iar dacd ¢ = 0.01, atunci N(e) = 250.

Din definitia limitei sirului numeric rezulta cu usurinta urmitoarea afirmatie.

— 2' < ¢ ceea ce conform definitiei
n+1

Teorema 2.1. Prin addugarea sau prin eliminarea unui numdr finit de termeni:
i) un gir convergent ramdne convergent catre aceeagi limitd;

ii) un gir divergent ramdne divergent.



2. SIRURI DE NUMERE REALE 35

2.1.3 Unicitatea limitei sirului numeric

Teorema 2.2. Dacd un sir numeric are limitd, atunci aceasta este unicd.

Demonstratie. Fie (a,)nen un gir numeric. Admitem ci acest gir are doud limite diferite
a # b. Atunci

lim a, = a <L ve > 0,3Ni(e) € N,Vn > Ny(e) ad.

n—oo

£
W —al < =, 2.1
an —al < 5 21)

lim a, = b <L Ve > 0,3N,(e) € N,¥n > No(e)  ad.

n—~oo

9
— —. 2.2
an bl < 5 (22)

Fie N = max{N;(¢), Na(e)}. Atunci Yn > N(e) inegalitatile (2.1)) si (2.2) au loc
concomitent si deci
£

|a—b|:|a—an+an—b\§]a—an|+|an—b]<g+2

= E.

Prin urmare pentru oricee numar pozitiv Ve > 0 are loc inegalitatea |a — b| < ¢, ceea ce
este posibil, doar dacd a = b. Contradictia obtinutd demonstreaza teorema.

O
2.1.4 Marginirea unui gir convergent
Teorema 2.3. Orice sir numeric convergent este marginit.
Demonstratie. Fie dat girul convergent (a,),en §i fie 7}1—2}0 a, = a. Atunci
Ve >0,3dN(e) e N a.i. |a, —a| <e Vn> N(e).
Fixam numarul pozitiv €, d.e. € = 1. Observam ca
lan| = |an —a+a| < |a, —al +|a] <e+la] =1+ |a| = My,Vn > N(1).
Fie M = max{|ao|,|a1],...,|ana)-1], M1}. Atunci Vn € N avem |a,| < M.
O

Remarca. Afirmatia inversa nu are loc, nu orice sir marginit este convergent. De
exemplu, sirul 1, —1,1, —1, ... este marginit, dar nu este convergent.
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2.1.5 Teorema despre limita unui sir intermediar

Teorema 2.4 (Teorema ,clestelui”). Fie (a,)nen, (bn)nen, (Cn)nen siruri numerice.

Daca a, < b, <c,, V/n €N, si a, — [, ¢, — [, atunci si b, — .
Demonstratie.

lim an:l<g>vg>O,EIN1(5) eN ai [l—e<a,<l+e¥n> N(e).

lim ¢, = ¢ €5 Ve > 0,3N,(e) €N ad. [ —e <, <l+e,¥n> Noe).
Fie N = max{N;(¢), Na(¢)}. Atunci Vn > N avem

l—e<a,<b,<c,<l+e.

Deci |b, — l| <&, Vn > N, ceea ce inseamnd ca b, — .

2.1.6 Trecerea la limita in inegalitati

Teorema 2.5. Fie (a,)nen un sir convergent cu limita a € R i fie a < b. Atunci exista

un numar ng € N asa tncdat a, < b, Yn > ny.
Demonstratie.

nli_)rgoan =a <= Ve >0,dN(c) e N:|a, —a| <e,Vn > N(e).
Fie e = b—a > 0. Atunci Ing = N(e) a.i. Vn > ny avem

la, —al <e<=a—-—c<a,<a+e=a+b—a=h.

Deci a,, < b, Yn > ny.

Exercitii.
1. Fie lim a, = a si ¢ < a. Demonstrati cd dng € N a.i. a,, > ¢, Vn > ny.

n—oo

2. Ardtati ca dacd lim a, = a, a # 0, atunci Ing € N a.i. a, # 0, Vn > ny.
n—oo

Teorema 2.6. Fie date doud siruri convergente lim a, = a gt lim b, = b. Daca a,, < b,
Vn € N, atunci a < b.

Demonstratie. Fixam numarul ¢ > 0 in mod arbitrar. Din definitia limitei sirului

numeric deducem ca

dNi(e) eN ad. a—e<a, <a+e,Vn> Ni(e);
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dNy(e) e N ad. b—e <b, <b+e,Vn> Ny(e).

Fie ng = max{N;(¢), Na(e)}. Atunci inegalititile de mai sus au loc pentru orice n > ny.
Deci
a—c<a,<b, <b-+e.

De aici
a—e<bt+e <= a—>b<2e.

Astfel pentru orice numar pozitiv Ve > 0 avem a — b < 2¢, ceea ce este posibil atunci si
numai atunci cind a — b < 0, adica a < b.
O

Remarca. Aceasta teorema ne arata, ca daca intr-o inegalitate exista limitele mem-
brilor stang si drept, atunci putem trece la limitd in ea. In plus, daci conditiile teoremei
au loc intr-o forma mai stricta: a, < b,, Vn € N, atunci in rezultatul trecerii la limita
poate aparea egalitatea membrilor inecuatiei, adica a < b.

Retnem, deci ca la trecerea la limita intr-o inegalitate stricta, trebuie sa inlocuim

7

semnul inegalitafi stricte ” <7 cu semnul inegalitalic slabe ” < 7.

1 2
Exemplu. Fie a,, = —, b, = —, n € N*. Avem a,, < b,,, Vn € N*, dar a = b = 0.
n n

2.2 Notiune de subgir. Teorema Bolzano - Weierstrass

2.2.1 Notiune de subsir. Limita subsirului unui sir convergent

Definitia 2.5. Fie (a,)nen un gir numeric, iar (ng)geny un gir strict crescitor de numere
naturale. Sirul (by)ren se numeste subgir al girului (a,)nen, dacd by = a,, pentru fiecare
k € N.

Sirul (by)ren in aga caz se noteazd simplu cu (a,, )ren. Se poate arita cd ny > k pentru
toti £ € N.

Exemplu. Fie (a,)nen, @, = —. Punem:
n
1
bl = 1ab2 = §7b3 =
1

Astfel b, = aop—1 = Qk_l,kEN .

Deci, daca este dat un gir si din multimea termenilor lui este construit un sir nou,

atunci acest sir se numegte subsgir al sirului dat daca ordinea elementelor in el este aceeasi
ca gi in girul initial.

De exemplu, daca consideram sirul

1,2,3,4,5,6,. ..,
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atunci
1,3,5,...,2n+1,...

este subgirul lui, pe cand
2,1,3,4,...

nu este subgirul lui.

Teorema 2.7. Daca un sir numeric (a,)nen are limita a, atunci orice subsir al lui are

aceeast limitd.

Demonstratie. In orice vecinitate a punctului a se contin toti termenii sirului cu exceptia
primilor cativa (un numir finit!) termeni. Dar atunci, in orice vecinitate a punctului a
se contin toti termenii oricarui subgir al acestui sir cu exceptia doar a unui numar finit de
termeni. Deci orice subsir al girului convergent este convergent si are aceeasi limita a.

]

Observatie. Daca un sir contine doua subsiruri convergente cu limite diferite, atunci
sirul este divergent.

2.2.2 Teorema Bolzano - Weierstrass despre extragerea unui subsir

convergent dintr-un sir marginit de numere reale

Teorema 2.8 (Bolzano - Weierstrass). Din orice gir marginit de numere reale se poate

extrage un subsir convergent.

Demonstratie. Fie (z,,),en un sir marginit de numere reale. Intrucat sirul este marginit,
existd un segment Iy = [a,b] a.i. a <z, <b, Vn € N.

Impartim segmentul /; in jumatate si evident ca cel putin una din aceste jumatati va
contine o infinitate de termeni ai girului dat. Notam jumatatea respectiva cu

b—a
I = [a17b1], ‘[1‘ = 5
Fie z,,, un termen al girului dat, z,, € ;. Impirtim segmentul ; in jumitate si notam
cu b
—a
Iy = [ag, by], |Io| = 92

acea jumatate care contine o infinitate de termeni ai sirului si fie x,,, un termen arbitrar
CU Ty, € Iy i ng > ny.
Prelungind acest proces nemdarginit vom obtine un gir (z,, )ren+ care este subsir al
sirului dat si asa incat
ar, < xp,, < by, Vke N

Segmentele Iy, I5, ..., I}, ... formeaza un sir de segmente incluse lungimile carora tind la

Zero

b—
1| = o — 0 cand k — oo.
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Conform principiului segmentelor incluse

dle ald. ap <c¢ < b, Vk e N

si

lim a; = lim b, = c.
k—o0 k—oo

Dar atunci in baza teoremei despre limita sirului intermediar avem ca

lim z,, =c.

k—o0

2.3 Operatii cu siruri convergente

2.3.1 Notiune de sir infinit mic. Proprietatile sirurilor infinit mici

Definitia 2.6. Sirul de numere reale (a,),cn se numeste infinit mic daca

lim a, = 0.

n—oo

Astfel (a,)nen este un gir infinit mic daca
Ve >0,3dN(e) e N ad. |a,| <e,Vn > N(e).

1
De exemplu, sirul (a,)nen+, @, = — este un infinit mic.
n

Teorema 2.9. Suma algebrica a unui numar finit de siruri infinit mici este un sir infinit

mic.

Demonstratie. Fie (a,)nen, (On)nen doud giruri infinit mici. Trebuie sa demonstram ca
(tn, + Bn)nen este infinit mic.

lim a, = 0 <= Ve > 0,3N,(2) €N ai. |an| < =,Vn > Ny(e),

n—oo 27

lim G, = 0 <= Ve > 0,3Ns(e) €N ai. || < g,Vn > Na(e).

Fie Ny = max{N;(e), Nao()}. Atunci pentru orice n > Ny ultimele inegalitati au loc
concomitent. Deci

g £
|Oén+6n| S |an| + |/8TL’ < §+§ :Eavn 2 N07

ceea ce Inseamna ca

lim (e, + 3,) = 0.

n—oo
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Remarca. Suma unui numar infinit de giruri infinit mici poate sa nu fie un gir infinit

mic.
1
De exemplu, consideram «,, = — — 0. Observam ca
n
1 1 1 1
Sn:__i___i_...—‘-—:n.—:l%o’
non n n
n termeni
far 11 1 1
non , n
n? termeni

Teorema 2.10. Produsul unui sir marginit $t a unui $ir infinit mic este un sir infinit
mic.

Demonstratie. Fie (a,),eny un gir marginit, adica
M >0 ai. |a,| < M,¥n € N.
Fie (ay)nen un gir infinit mic, atunci
Ve >0,3N(e) €N al o] < %,\m > N(e).

Dar atunci, pentru orice n > N(g) avem

3

|an-an|<M-M—€,

ceea ce conform definitiei inseamna c& sirul (a, - &y, )nen este infinit mic.

]

Corolarul 1. Produsul unui $ir convergent st a unui sir infinit mic este un sir infinit
mic.

Corolarul 2. Produsul a doud siruri infinit mici este un sir infinit mic.

2.3.2 Notiune de sir infinit mare

Definitia 2.7. Sirul (a,),en se numeste infinit mare, daca
VM > 0,3N(M) e N ai. |a,| > M,Vn> N(M).

Se noteazi

lim a, = cc.

n—oo
Din punct de vedere geometric, aceasta inseamna ca daca vom lua un numar arbitrar
M > 0 oricat de mare, atunci o infinitate de termeni ai girului se afla in exteriorul
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segmentului [—M, M|, iar in interiorul acestui segment se afli doar un numar finit de
termeni.

Daca (ap)nen este un sgir infinit mare si
VM > 0,3N(M) e N ai. a,>M,Vn> N(M),

atunci notam

lim a, = o0,

iar daci
VM >0,AN(M) e N ai. a, < —M,Vn > N(M),

atunci notam

lim a, = —o0.
n—oo

Exemple.

1. (an)nen, @n = n? este un sir infinit mare: lim n? = +oo0.

n—oo

2. (ap)nen, an = (—1)" - n este un gir infinit mare: lim (—1)" - n = oc.

n—oo

3. (an)nEN* )

n?, pentru n par;
ap = .
o pentru n impar

este un gir nemarginit, dar nu este infinit mare, deoarece in exteriorul oricarui segment
[—M, M] exista o infinitate de termeni ai girului, dar si in interiorul acestui segment de
asemenea se confin o infinitate de termeni ai girului.

Teorema 2.11. Daca sirul (o, )nen este infinit mic si toti termenii lui sunt nenuli, atunci

sirul (ap)nen, a, = — este infinit mare.
an

Teorema 2.12. Daca sirul (a,)nen este infinit mare, atunci sirul (o, )nen, @, = — este

n
mnfinit mic.

Exercitiu. Demonstrati teoremele si
2.3.3 Conditia necesara si suficientid ca un numar si fie limita
unui sir

Teorema 2.13. Pentru ca numarul a sa fie limita girului (a,),en este necesar si suficient

ca termenul general al sirului sa admitd prezentarea in forma
ap = a + Qp,

unde «, este termenul general al unui sir infinit mic.
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Demonstratie. Necesitatea. Fie lim a, = a. Conform definitiei limitei girului numeric

n—o0

avem urmaiatoarele:

lim a, =a <= Ve >0,3IN(¢) €N ai. |a, —a|]<e,Vn> N(e).

n—oo

Punem o, = a,, — a. $i deci |ay,| < €,¥n > N(e), ceea ce inseamna ci (o, )nen este un gir
infinit mic.

Suficienta. Fie a, = a + a,,. Atunci a,, = a,, — a si in baza definitiei girului infinit mic
avem

Ve >0,3N(e) e N ad |ay,| <e,Vn > Ne).

Deci |a, — a|] < & pentru toti n > N(e) ceea ce inseamnd ca

lim a,, = a.
n—oo

2.3.4 Operatii cu siruri convergente

Teorema 2.14. Suma algebrica a doua siruri convergente este un sir convergent si in

plus, daca a, — a, b, — b, atunci

a, +b, — a-+b.

Demonstratie.

lim a, =a <= a, = a+ a,, unde «, — 0,n — 00,

n—oo

lim b, =b<=10b,=0b+(3,, unde (3, — 0,n — oco.

n—oo

Deci

an + b, = (a+b) + (o, + Gr).
Fie v, = a,, + (,. Conform Teoremei avem cd v, — 0, cand n — oco. Deci
an + b, = (a+b) +7,, unde 7, — 0,n — oo,

ceea ce conform Teoremei [2.13|inseamné ca a,, + b,, — a + b.

]

Teorema 2.15. Produsul a doud siruri convergente este un sir convergent st in plus, daca
a, — a, b, — b, atunci

an b, — a-b.
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Demonstratie.
lim a, =a <= a, =a+ «a,, unde «, — 0,71 — o0,
n—oo
lim b, =b<=0b,=b+(3,, unde [, — 0,n — .
n—oo
Deci

an-bp=a-b+a-06,+b-a,+a,- [,
Fie v, = a- B, +b- o, + ay - . Conform Teoremelor 2.9 si avem ca v, — 0, cand

n — 00. Deci
ap - by, =a-b+y,, unde v, — 0,n — o0,

ceea ce conform Teoremei [2.13|inseamni ca a, - b, — a - b.

Corolarul 1. Daca a,, — a, atunci pentru orice constanta C' avem

lim C-a, =C- lim a, =C -a,

n—oo n—o0

adica factorul constant poate fi scos in fata semnului de limita.
Corolarul 2. Daci a,, — a si k este un numar natural fixat, atunci
k F k
lim a (hm an> =a”.

n —
n—oo n—oo

Teorema 2.16. Dacd a, — a st b, — b, b # 0, atunci

anp a

- —.
by b
Demonstratie.

lim a, =a <= a, =a+ «a,, unde «, — 0,n — o0,

lim b, =b<=0b,=b+(3,, unde [, — 0,n — .
Sa calculam diferenta
a+a, a ab+ba, —ab—af, 1

a
BT b A b bR b gy )

Q

n

by,

Putem considera b > 0 gi atunci deoarece b, — b, exista un rang ny aga incat
b 1 2
b, >=, Vn>n sau — < =, Vn>ny.
n 2 = 1o bn b = 10

Prin urmare,

deci girul
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este marginit. Dar atunci girul cu termenul general

b- bn (ban - aﬁn) = "Tn

este infinit mic gi prin urmare

2.3.5 Nedeterminari

In cele de mai sus, nu am cercetat girurile infinit mari si nici cazul cand la calculul

limitei catului a doua giruri, limita numitorului este egala cu 0.
Teorema 2.17.
(@, —» —00 i b, = bbeR)=a,+0b, > —
(an, — 400 si b, — b,beR)=a,+b, = 400
(ap, — —00 §i b, — —00) = a, + b, — —0
(ap — +o00 si b, — +00) = a, + b, — +00.
Remarca 1. Se consideri lipsita de sens expresia
+00 — 00,

care se numeste nedeterminare.

Exemple.

1. a, =n*+n— 400, b, = —n? - —00: a, + b, — [+00 — 00] =n — +oo.

2. a, =n?— +00, b, = —n*+3 — —00: a, + b, — [+o0 — 0] = 3.

3. an:n2—>+oo,bn:—n2—|—l—>—oo:an—|—bn—>[—|—oo—oo]:——>0,

4. a, =n*® — +00, b, = —n? +Tz—1)” — —00 : ap + by — [+oo—og] = (1), sirul

nu are limita.

Teorema 2.18.
a, — —o0o,b, — b,b>0)=a,- b, > —o0

( )

(@, — —00,b, — b,b <0) = a,-b, = +00

(an, — +00,b, — b,b>0) = a,- b, — +o0

(@, — 400,b, — b,b<0)=a, b, > —0
(an, — 400,b, — +00) = a, - b, — +00
(a, — +00,b, = —00) = a, - b, —» —

(a, — —00,b, — —00) = a, - b, — +00.
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Remarca 2. Se considera lipsita de sens expresia
0- oo,

care se numeste nedeterminare.

Exemple.
1

1. an:——>O,bn:n—>—|—oo:an-bn—>[O-OO]:L
n

2. an:__>07bn:n2_>+00:an'bn—>[O‘OO}:TL—>—|—OO.
n
1

3. ap=——0,bp=n—400:a,-b, = [0-00] == —0.
n n

Teorema 2.19.
(anﬁa,aeR,anoo)ja—nHO

n

Qn, 400, daca b, >0
n ,a>0,0, —0) = —
(an = a,a —0) by, - { —o0, daca b, <0.

Remarca 3. Se considera lipsite de sens expresiile

0 . o
0%~
Exemple.
1. an:n—>+oo,bn:n2—>+oo:a—n—>[@]:l—ﬂ)
b, 00 n
a 1

2. an:n—>+oo,bn:2n—>+oo:b—n—>[—

— 0 N
I

3. a, =n — +00, bn:(_l)"-n—>oo:a—n—> [@ (—1)" — nu are limita.
n o0
1 1 n 0
4. Gn—ﬁ_)();bn—$—>02z—n—> [6:| =n — +00

1 2 1
5. a,=— —0,b, = —0: ng]:—.

n? n?

Exercitiu. Fie ca sirul (a,)men este convergent, iar sirul (b,)nen este divergent.
Ce puteti afirma despre comportarea sirurilor (a, + b,)nen, (an - bn)nen? Argumentati
raspunsul.

2.4 Siruri monotone de numere reale. Convergenta lor

2.4.1 Marginea superioara si marginea inferioara a unui sir. Siruri

monotone

Definitia 2.8. Fie (a,)nen un gir marginit de numere reale. Marginea superioard (infe-

rioard) a sirului (a,)neny Se numegte marginea superioari (inferioara ) a multimii valorilor
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termenilor girului. Se noteaza

sup ay, (corespunzitor inf ay,).
n n

Deci, numarul 3 este marginea superioara a girului (a,),eny dacd si numai daca
1. VneN:a, <3,
2. Ve > 0,3IN(e) e Nai. ane) > [ —e.

Numaérul « este marginea inferioara a girului (a,),en dacd i numai daca
1.VneN:a, > a,
2. Ve > 0,3N(e) e Nad. aye) < a+e.

Definitia 2.9. Sirul (a,),en se numeste:
— strict crescator, daca Vn € N : a,, < ap41;
— crescator, daca Vn € N : a, < ay.1;
— strict descrescator, dacd Vn € N @ a, > a4 1;

— descrescator, daca Vn € N : a, > ap11.

Sirul care apartine oricarei din clasele mentionate mai sus se numegte sir monoton.

Exemple.

a) 1,2,3,...,n,... este un gir strict crescator.

b) 1,1,2,2,3,3,...,n,n,... este un gir crescator.
¢)1,-1,1,—1,...,(=1)"" ... nu este gir monoton.

2.4.2 Teorema despre existenta limitei unui sir monoton

Teorema 2.20. Orice sir numeric crescator marginit superior are limitd egald cu marginea
superioard a lui.

Demonstratie. Fie (a,),en un gir crescitor, mirginit superior si fie sup a,, = . Fixam
n
in mod arbitrar numarul pozitiv . Din faptul ca ( este marginea superioard a sirului

rezulta ca
dN(e) e N ai. ane) > fF —-¢,

iar deoarece girul este crescator, avem
an > an(e), Vn > N(e).
Agadar, Yn > N(e) :
5_€<aN(5)§an§ﬁ<6+57

adica
la, — B] <&, ¥Yn > N(e),

ceea ce inseamna ca § = lim a,.

n—oo
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Teorema 2.21. Orice sir numeric descrescator mdrginit inferior are limitd egald cu

marginea inferioard a lu.

Teorema 2.22. Orice sir numeric monoton st marginit de numere reale este convergent.

2.4.3 Numarul e

Sa& cercetdm girul numeric (a,)nen+ cu termenul general

()
a,=(14+—1| .
n

Sa demonstraam ca acest gir are limitd. Mai intdi vom transforma termenul general

aplicand formula binomului lui Newton

(n—1)

a-+b ":a”—l—ﬁan_lb—i—n
1

an—2b2_‘__._+n(n_1)"'(n_(k_1>)an—kbk_|__”_|_

1-2 1-2--k
nn—1)---(n—(n-1)

b".
* 1-2---m
Astfel
\" 1 nn-1 1 nn-1)n-2) 1
=(1+=) =1 I Y 4.
¢ (+n> L R R A B Bt

an—1n-2)...(n—(@n-1) 1

1-2-3-...-n n"

1 1 1 1 2 1 1 2 n—1
=1+l4= (1= 4= (1==) (1= )+ = (1=-=) (1=2) - (1= :
21 n 3! n n n! n n n
1+1+1 1 L +1 1 ! 1 2 + +
an — J— - J— — — PP
+ 2! n+1) 3 n+1 n-+1

1 1 2 n—1 1 1 n
b= (1- 1 c(1- + - — ) (1= .
n! n+1 n+1 n+1/) (n+1)! n+1 n+1

Observam ca fiecare termen din expresia pentru a,; este mai mare decat termenul core-

spunzator din expresia pentru a, si in plus, a,4+1 contine cu un termen pozitiv mai mult
decat a,,. Prin urmare

A < Apy1-

Sa ne convingem, ca girul dat este marginit. Observam ca

B WS IR IO NS RIS NI I TP
an J— J— JE— — JE— “ e p—
2l " 3l n! 2 22 on
1
o 1 ]
=1+ —2 <14 —— =3 VneN"
1— = S
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1 n
aTL:(l—i——) ,n=12,...
n

este strict ctrescator gi marginit superior, si deci convergent. Limita acestui sir se noteaza

Agadar, sirul

cu e gratie matematicianului, mecanicianului, astronomului si fizicianului elvetian Leo-
nhard Euler (Basel, 15.04.1707 - Sankt Petersburg, 18.09.1783).

1 n
e = lim (1 + —> = 2,718281828459045 . . .
n

n—oo

e este un numar transcendent, fapt care pentru prima data a fost demonstrat in anul 1873
de citre matematicianul francez Charles Hermite (Dieuze, 24.12.1822 - Paris, 14.01.1901).

2.4.4 Limita superioara si limita inferioara a unui sir

Din termenii unui sir de numere reale putem alcitui o infinitate de subgiruri. In
cazul cand subsirul extras este convergent, limita lui se numeste limitd partiala a sirulus
dat. Conform teoremei Bolzano - Weierstrass orice gir are cel putin o limita partiala
finita sau infinita. De aici reiese ci orice sir poate avea mai multe limite partiale si o
importantd deosebitd au cea mai mare si cea mai mica limita partiala. Deoarece girurile

sunt considerate in R, cea mai mare limita partiala poate fi +o00, iar cea mai micd —oc.

Definitia 2.10. Se numeste limita superioard a sirului (a,)meny cea mai mare limita
partiala a lui si se noteaza

lim a, sau limsupa,.

n—00 n—oo

Definitia 2.11. Se numeste limita inferioard a sirului (a,)neny cea mai micd limita
partiala a lui si se noteaza

lim a, sau liminfa,.

n—o0 n—0oo

Din aceste definitii rezulta

lim a, = lim sup{a; | k > n},
n—oo

n—oo
lim a, = lim inf{ay | k > n}.
n—00 n—00
Observam ca limita superioara este limita unui sir descrescétor si deci va coincide cu
marginea inferioard a multimii termenilor girului (b,),en, unde b, = sup{a, | k& > n},
adica

lim a, = inf sup ay.
n—00 neN p>p

La fel, se observa ca limita inferioara este limita unui sir crescitor si deci va coincide
cu marginea superioard a multimii termenilor girului (¢, )nen, unde ¢, = inf{ay | kK > n},
adica

lim a, = sup inf a.
n—00 neN k=>n
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Exemple.
1) a, = (—1)",n € N,
lim a, =1, lim a, = —1.
2) a, = (—=1)"-n,n €N,
lim a, = +o0, lim a, = —o0.

lim a, =0, lim a, =0.

n—oo n—o0o

Teorema 2.23. Orice sir de numere reale are limita superioara st limita inferioarda in R.

Teorema 2.24. Un gir (a,)nen de numere reale este convergent dacd i numai dacd este
marginit s

lim a, = lim a,.

n—0oo n—o0

Urmatoarea teorema exprima conditiile necesare si suficiente ca un numar dat sa fie

limita superioara a unui gir dat.

Teorema 2.25. Pentru ca numdrul a sa fie limita superioard a sirului (a,)nen este necesar
st suficient ca pentru orice numar pozitiv € > 0 sa fie satisfacute urmatoarele conditii:

i) IN() eN a.i a, <a+eVn> N(e),

ii) VNo € NJAN' (e, Ng) € N a.i. N' >Ny i an >a—e.

Prima conditie din punct de vedere geometric exprima faptul cd pentru orice € > 0
fixat, o submultime infinitd de termeni ai sirului (a,),en satisfac conditia a, < a + ¢ si
numai o multime finita de termeni poate satisface conditia a,, > a + ¢.

Conditia a doua inseamna ca pentru € > 0 arbitrar fixat existd o submultime infinita
de termeni ai girului (a,),en care satisfac conditia a, > a — ¢.

2.5 Siruri Cauchy

2.5.1 Notiune de sir Cauchy. Marginirea unui sir Cauchy

Definitia 2.12. Sirul (a,)nen se numeste sir Cauchy dacd pentru orice £ > 0 existd un
rang N(e) € N, astfel incat pentru orice n > N(eg) si m > N(¢) sa avem |a,, — a,| < €.

Teorema 2.26. Orice sir Cauchy de numere reale este marginit.
Demonstratie. Fie (a,),eny un gir Cauchy. Atunci Ve > 0, IN(e) € N a.i.

lam — an| < e,Ym > N(g),Vn > N(e).
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Fie ¢ = 1 ¢i notdm ng = N(1) + 1. Atunci putem lua m = ng si deci avem |a,, — a,,| < 1,
Vn > N(1). Deci

lan| = |an — ang + ng| < |an — ang| + |ang| < 1+ |an,| = Mo, ¥Vn > N(1).

Fie M = max{|a|, |as], ..., |ana)|, Mo}. Atunci |a,| < M, Vn € N, ceea ce inseamni ca
sirul (a,)nen este marginit.

]

2.5.2 Criteriul lui Cauchy de convergenta a sirurilor de numere
reale

Teorema 2.27. Un sir (a,)nen de numere reale este convergent dacd $i numai dacd este
un gir Cauchy.

Demonstratie. Necesitatea. Fie lim a, = a, atunci Ve > 0, IN(¢) € N a.i.

n—oo

lan — af < g,\m > N(e).

. € . . .
Daca m > N(e) atunci |a,, — a| < 3" Astfel pentru orice n > N(e) si orice m > N(e)
avem
e €
|y — am| = |a, —a+a—ap| < |a, —a|+ |a —an| < 5t5=¢6

adica girul (a,)nen este fundamental.

Suficienta. Fie cd (a,)nen este un gir Cauchy. Conform Teoremei el este marginit,
iar conform Teoremei Bolzano -Weierstrass din el putem extrage un subsir convergent
(O )ren s fie

lim a,, = a.
k—oo

Dar atunci
€
Ve>0,3K(e) e N ad. |a, —al < §,Vk > K(e).

Din faptul ca girul dat este un sir Cauchy, pentru numarul € deja fixat vom gasi un rang
N (e) astfel incat

£
lan — @ < 3

Fie Ny = max{ng), N(¢)}, atunci pentru toti n > Ny si ny > Ny avem
€

225.

€
|an — al = lan = an, + an,, — o] < lan = an, | +lan, —af <7+

Prin urmare, lim a, = a.

n—oo



Capitolul 3

Limita si continuitatea functiel de o
variabila reala

3.1 Limita unei functii intr-un punct

3.1.1 Notiune de punct de acumulare pentru o multime. Exemple

Definitia 3.1. Fie I € R. Un punct xg € R se numeste punct de limitd sau punct de
acumulare pentru multimea I, daca in orice vecindtate a acestui punct se contin puncte

din multimea [ diferite de xy, adicad daca
Ve >0,Jyel,y#xo ai |y— x| <e.

Multimea punctelor de acumulare ale multimii I se numeste mulfime derivatd si se noteaza
cu l'.

Exemple.
1) Fie I =[0,1]. Multimea derivata este I’ = I.
2) Pentru multimea [ = (0,1] U {2} multimea derivatd este segmentul [0, 1].

1
3) Pentru multimea I = {— |n e N} multimea derivata este I’ = {0}.
n

1

11
4) Multi I=<1-,=-,...,—
) utlmea { a273> ’100

} nu are puncte de limita, I’ = ().

Remarca. Punctul de limitd a unei multimi poate sa apartind sau sia nu apartini

multimii.

Definitia 3.2. Un punct z € [ se numeste punct izolat al mulftmii I daca el nu este
punct de acumulare pentru acestd mulfime, adicd daca existd o vecinatate a lui in care
nu se contin alte puncte din 7.

Teorema 3.1. Fie xg este un punct de acumulare pentru multimea I C R. Atunci exista
un §ir (T, )nen+ de puncte din I diferite de xo care converge la xy, adicd:

o1
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1)Vn > 1,3z, € I,x, # x,
2) lim z,, = xy.
n—oo
Fie I C R i zg este un punct de acumulare pentru /. Vom nota cu U (x0, €) vecinatatea

gauritd a punctului xg :
U (xo,€) = (0 — €,20) U (Tg, 20 + €).

Pe viitor vom studia functiile f : I — R, I # 0.

3.1.2 Definitia limitei functiei de o variabila reala intr-un punct

in sensul lui Cauchy si in sensul lui Heine

Definitia 3.3 (Definitia limitei functiei intr-un punct in sensul lui Cauchy,
definitia in termenii ¢ — §). Fie ¢y un punct de acumulare pentru multimea I C R
si f: 1 — R. Numarul A € R se numeste limita functiei f in punctul xy, dacid pentru
orice numir pozitiv e > 0 existd un numar §(¢) > 0 astfel incit pentru toate punctele

z € IN U (z0,0) are loc inegalitatea
[f(x) = Al <e.

Se noteaza
lim f(x) = A sau f(zx) — A,x — x.

T—T0

Deci

lim f(z) = A<LLve>0,30(6) >0 ad |fla)—A| <&, Vo € I,a # a0, |7 — 20| < 5(c)

T—T0

sau

lim f(z) = A <L VU(A,€),3U (20,0) ai fUINU (z0,0)) C U(A,e).

T—X0

Remarca. Definitia limitei unei functii se da intr-un punct de acumulare al mul{imii
de definitie 7, adica intr-un punct pentru care avem asigurata posibilitatea de a ne apropia
de el prin puncte din multimea pe care este definita functia f.

Exemplu. Demonstrati ¢i functia f(x) = 3z — 1 are limita egald cu 5 in punctul
Ty = 2.

Solutie. Fixam in mod arbitrar numarul € > 0. Trebuie sa gasim un asa numar 6 > 0
incat, pentru toti x # 2 cu |z — 2| < J sa aiba loc inegalitatea |(3z — 1) — 5| < €. Sa
cercetdm relatia [(3z — 1) — 5| < € si sd o rezolvam in raport cu |z — 2|. Avem
£

|(3x—1)—5|<5<:)|3:c—6|<6<:>|x—2|<3
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. £ .
Astfel daca pentru numadrul arbitrar fixat € > 0 vom lua d(¢) = =, atunci pentru toate

punctele x # 2 cu |x — 2| < § va avea loc inegalitatea |(3z — 1) — 5| < €, ceea ce conform
definitiei limitei functiei inseamna ca
lim(3z — 1) = 5.

r—2

Definitia 3.4. Fie xg € R un punct de acumulare pentru multimea I/ C Rgi f: I — R.
Vom spune ca functia f(x) are limita 400 in punctul zo, daca

VM >0,36(M) >0 ai f(z)>M, VYzelnU (zo,0).

Definitia 3.5. Fie g € R un punct de acumulare pentru multimea I C Rsi f: I — R.

Vom spune cd functia f(x) are limita —oo in punctul xy, daca
VM >0,36(M) >0 ai. f(z)<—M, VoelnU (x,0).

Definitia 3.6. Fie 2o = 400 un punct de acumulare pentru multimea /. Numarul A se

numeste limita functiei f(x) cind v — +oo daca
Ve >0,3A e R ad |f(z)—Al<eVeel,xz>A.

Definitia 3.7 (Definitia limitei functiei intr-un punct in sensul lui Heine, definitia

cu giruri). Fie zy un punct de acumulare pentru multimea I C R (posibil g = —oo sau
ro = +00). Fie f: I — R.
Numérul A (posibil A = —oo sau A = +00) se numeste limita functiei f in punctul

xo dacd pentru orice sir de puncte (z,)nens, Tn € I\ {x0}, T, # xo convergent la xg
(x,, — my, n — +00) sirul corespunzator de valori ale functiei converge la A

lim f(z,) = A.

3.1.3 Echivalenta definitiilor limitei unei functii intr-un punct in
sensul lui Cauchy si in sensul lui Heine

Teorema 3.2. Definitiile limitei functiei intr-un punct in sensul lut Heine $i tn sensul
lui Cauchy sunt echivalente.

Demonstratie. Echivalenta a doud afirmatii D si D’ inseamni ci dacid este adevirata
afirmatia D, atunci este adevaratd si afirmatia D’ si invers.

Fie cd numarul A este limita functiei f(z) in punctul zo in sensul definitiei lui Heine,
adicd pentru orice gir (z,)nens, Tn € I \ {z0}, ©, — o avem f(z,) — A. Trebuie sa
aratam cd Ve > 0, 36(¢) > 0 a.i.

|f(z) —Al<e Ve el:0<|z—u1x <0.
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Vom admite contrariul, fie cd A nu este limita functiei f(x) in punctul zy in sensul
definitiei lui Cauchy, adica

de >0 ai Vd>0,3xs # xo, |25 — 0| <6 g1 |f(zs) — A| > e.

Vom alege in mod arbitrar un sir (9, )nen, 6, > 0 convergent la 0, d.e. 0, = l Atunci
pentru fiecare d,, (deci pentru fiecare n) se va gisi un astfel de punct z, incat =, # xq si
|z, — zo] < 0 sl

|f(zn) — Al Z & (3.1)

Deoarece 6,, — 0, rezultd ci x,, — xo, dar din rezultd ci girul (f(x,))nen+ nu converge
la A, dar aceasta contrazice faptul ca A este limita functiei f(z) in punctul xy in sensul
definitiei lui Heine. Contradictia obtinutd demonstreaza afirmatia.

Fie acum ca A este limita functiei f(z) in punctul z, in sensul definitiei lui Cauchy.
Atunci

Ve >0,36(e) >0 ad. |f(x)— Al <e Vo el x#ux,|r— x| <d(e). (3.2)

Fie (2, )nen+ un gir arbitrar convergent la xo, x,, # xo. Dar atunci, pentru numérul 6 = §(¢)
vom gasi un rang N(d(¢)) € N* aga incat

|z, — x| <6, ¥n > N(J).
Dar atunci in baza conditiei (3.2) vom avea ca
|f(xn) — Al <&,Vn > N(3),

dar aceasta gi inseamnad ci f(x,) — A,n — oo, adicd numarul A este limita functiei f(x)
in punctul zy in sensul definitiei lui Heine.

[]

3.2 Proprietatile functiilor care au limita intr-un punct

3.2.1 Unicitatea limitei functiei intr-un punct

Teorema 3.3. Dacd functia f : I — R are limita tn punctul xo € I', atunci aceastd limitd

este unicd.

Demonstratie. Admitem contrariul §i anume ci functia f(z) in punctul zo are doua
limite diferite A si A’". Si fie (x,)nens, xn € I\ {20} $i 2, — 2o, — 00. Atunci girul
valorilor corespunzatoare ale functiei (f(x,))nen+ ar trebui sd aibd doua limite diferite A
si A, dar aceasta este imposibil, deoarece dacd un gir numeric are limitd, atunci ea este
unica.

]
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Remarci. Daca putem construi doud siruri de puncte (z))pens $i (2))nen+, 2, €
I\{zo}, 2 € I\ {xo} convergente la x( astfel incat sirurile corespunzitoare de valori ale
functiei (f(27,))nen+ st (f(22))nen+ au limite diferite sau in general nu au limita, atunci

functia f(x) nu are limita in punctul x.

1
Exemplu. Sa ardtdm ca functia f(x) = sin — nu are limitd in punctul zy = 0. Fie
x

1
/I /
T = 0 ,
f(z;) =sinnm = 0.
" 1 "
Fie z), = ——, ) — 0,
—+2nm

™ T
f(xl) = sin (— + 2n7r> =sin— = 1.
2 2
Am determinat astfel doud giruri de puncte convergente la 0 pentru care girurile valo-
rilor corespunzitoare ale functiei converg la limite diferite. Prin urmare,

o1
Alim sin —.
x—0 €x

3.2.2 Limite laterale

Fie functia f(z) este definita pe intervalul a < = < zo.

Definitia 3.8. Vom spune cd numarul A, este limita la stanga a functiei f(z) in punctul

2o §1 vom nota

A, = f(xo—0) = lim f(x) = lim f(x)

Tr—XT0 xﬁma
<X

daca pentru orice sir de puncte (2, )nen+, @ < T, < To, T, — To sirul corespunzator de
eN*, 0 0

valori ale functiei (f(x,))nen+ converge la As.

Sau echivalent in termenii "¢ — §”

As = f(xo—0) = lim f(x) <= Ve >0,35(c) >0 ai. |[f(x)—A <e, Vo cu zg—0 <z < xp.
Tr—X0
r<zx0

Fie functia f(x) este definitd pe intervalul zp < z < a.

Definitia 3.9. Vom spune ca numirul Ay este limita la dreapta a functiei f(x) in punctul
o $1 vom nota
Ag = f(zo+0) = lim f(z) = lim+f(x)

=20 T—T
x>0

dacd pentru orice sir de puncte (z,)nens, To < T, < a, T, — xg sirul corespunzitor de
valori ale functiei (f(z,))nen converge la Ag.
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Sau echivalent in termenii "¢ — §”

Ay = f(2o+0) = lim f(z) <= Ve >0,35(e) >0 ai. |[f(x)—A4 <e,Vx cu xp <z < 20+0.
T—x0
T>x0

Exemplu.

-1, daca <0

f(z) =signx = 0, daca z=0

1, daca x>0.

f(0—0)= lim f(z)=-1, f(0+0)= lim f(z)=1.
ac<:v(? x>ac(())
Teorema 3.4. Pentru ca functia f(x) definita pe un interval I care confine punctul xq
sd aiba limita A in acest punct este necesar si suficient ca tn acest punct sa existe limita
la stanga si limita la dreapta a funclier date si sa aitba loc egalitatea
lim f(z) = lim f(x) = A.

T—T0 T—T0
<z *r>x0

Demonstratie. Necesitatea. Daca

lim f(z) = A,

T—T0

atunci din definitia limitei functiei imediat rezulta cd A, = Ay = A.

Suficienta.
A=A,=lim f(z) <= Ve >0,301(c) >0 ai |f(z)— Al <e,Vr,xo <z <30+ 1.
Tr>x0

A=A = lim f(z) <= Ve >0,302(c) >0 ai |[f(z)— Al <e,Vr,x9— 0 <z < 0.
r<xo

Punem §(g) = min{d;(¢), d2(¢) }. Atunci pentru toti x € I, x # xp, 1o — 0 < < g+ 0 va
avea loc inegalitatea |f(z) — A| < g, ceea ce inseamna ca f(x) — A, © — xo.
[

3.2.3 Marginirea si pastrarea semnului unei functii care are limita

intr-un punct

Teorema 3.5. Daca functia f(z) are limita finita A in punctul xy, atunci tntr-o vecindtate

perforati U (o) functia f(z) este marginitd, adica

AM >0 ai |f(z)| < M,Vz €U ().
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Demonstratie.

lim f(z) = A <L Ve >0,35(e) >0 ai. |f(z)— Al < e,V €U (z0,0).

2z
Punem ¢ = 1, atunci |f(z) — A| < 1,Vz €U (0, d), iar
F(@)] = 1£(@) = AL+ 4] < 1+ |A] = M, Y €0 (x0,0).
[

Teorema 3.6. Daca f(x) — A, x — xo si A este un numdr nenul finit, atunci ezistd o
vecindtate U (o) asa incat:

i) A>0= f(z) > é,w U (xo),

A .
i) A< 0= f(x) < §,Vx €U (o).
Demonstratie.

lim f(z) = ALL Ve >0,30(e) >0 ai. |f(x) — Al < &,Va €U (z0,0).

T—T0

|A]

Fie ¢ = 5 Atunci
A : A A :
|f(z) — Al < |—2|,‘v’x €U (z9,0) <= A — % < f(z) < A+ |2—|,V:1: €U (zo,9).

A A
Daca A > 0, atunci f(z) > 3 Daca A <0, atunci f(z) < 7

Remarci. Daca functia f(x) are in punctul zo limita finitd nenuld, atunci exista o
vecinatate a acestui punct in care toate valorile functiei au acelasi semn ca si cel al limitei

functiei, adica functia isi pastreazid semnul intr-o vecinidtate gduritd a lui zo.

3.2.4 Teorema despre trecerea la limita in inegalitati

Din definitia limitei functiei intr-un punct in sensul lui Heine si din proprietitile
sirurilor convergente imediat se obtin unele proprietati utile ale functiilor ce au limita

intr-un punct.

Teorema 3.7. Daca
lim fi(z) =41 ¢ lim fo(x) = A,
Tr—XT0

T—x0

$i tntr-o vecindtate U (xo) avem fi(x) < fo(x), atunci Ay < As.
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3.2.5 Teorema despre limita unei functii intermediare

Teorema 3.8. Fie functiile fi(x), fo(x) si p(x) definite tntr-o anumitd vecindatate U (o)
§1 pe eqa avem

fi(z) < pla) < fo2).

Daca
lim fi(x) =A ¢ lim fy(x) = A,
T—X0 T—T0
atunci
lim p(z) = A
T—x0

3.2.6 Teoremele despre limita sumei, produsului, catului a doua

functii care au limita intr-un punct
Teorema 3.9. Fie f(z) si g(x) doud functii definite intr-o vecindtete U (z) si fie

lim f(z)=A g lim g(x) = B,

T—x0 T—x0

unde A si B sunt numere finite. Atunci functiile f(x) £ g(x), f(z) - g(z) au limitd in o
S0

Jim (f(z) £ g(2)) = lim f(x) £ lim g(z) = A+ B, (3.3)
Jim (f(2) - g(2)) = lim f(z)- lim g(z) = A- B. (3.4)

x
Daca in plus B # 0, atunci si functia /(@) are limita in xo st n plus

g(x)
. f(.r) . acli—gclo f<x> . é
mligclo g(x) xli)r;log(x) B (3:5)

Demonstratie. Fie (x,),en+ un sgir arbitrar de puncte din U (ro) convergent la x.
Atunci sirurile corespunzatoare (f(z,))nen+ §1 (9(2n))nen+ converg corespunzator la A si
B. Conform proprietatilor sirurilor numerice convergente, avem

fan) £ g(zn) — AL B,

f(@n) - g(zn) = A B.
Deoarece sirul (z,),cn- a fost ales arbitrar obtinem egalitatile si (3.4).
Pentru a obtine observiim ci deoarece B # 0, 3 U (z) a. 1. g(x) # 0, Vo €U
(o). Dar atunci pentru orice sir (z,)nens, Tn €U (%), Tn — o avem f(z,) — A,
g(x,) — B # 0, g(z,) # 0,Yn € N* gi din teorema despre limita catului a doud siruri

convergente obtinem ({3.5)).
O
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Teorema 3.10. Dacd intr-o vecindtate U (x0) functia f(x) satisface conditia:
AM >0 a.i |f(x)] > M,
iar pentru functia g(x) avem

lim g(z) =0, g(x)#0,Vz €U (z),

T—T0

atunci

f(z)

lim ¥—% =0
=0 g(z)

Teorema 3.11. Dacd intr-o vecindtate U (o) functia f(z) satisface conditia:
M >0 a.i. |f(z)| < M,

iar pentru functia g(x) avem

lim g(x) = oo,

T—T0

atunct

3.3 Functii infinit mici. Limita functiei compuse

3.3.1 Definitia functiei infinit mici intr-un punct. Proprietatile
funtiilor infinit mici

In cele de mai jos vom considera ca toate functiile sunt definite pe o vecinatate gaurita
a punctului x.

Definitia 3.10. Functia a(z) se numegte infinit mica in punctul xo (cind x — xy) daca

lim a(z) =0.
T—T0
Exemple.
i) Functia f(z) = (z — 3)? este infinit mica cand z — 3.

1
ii) Functia f(z) = — este infinit mica cand = — oo.
T

Teorema 3.12. Suma si produsul unui numdr finit de functii infinit mici tn punctul x
sunt functit infinit mici in xg.
Produsul unei functii infinit mici in punctul xq si a unei functic mdrginite in acest

punct este o functie infinit mica in xg.
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3.3.2 Conditia necesara si suficienta ca un numar dat sa fie limita
unei functii intr-un punct

Teorema 3.13. Pentru ca numdarul A sa fie limita functiei f(x) n punctul zo este necesar

s1 suficient ca functia f(x) in vecindatatea punctului xo sa poatd fi prezentatd in forma
f(@) = A+a(x),
unde a(x) — 0,2 — x.

Demonsttratie. Necesitatea. Fie lim f(x) = A, atunci

T—T0

lim (f(z) —A) = lim f(z) —-A=A—-A=0.

T—T0 T—x0

Deci
flz) — A=a(z), alx)— 0,z — x.

Suficienta. Fie f(z) = A+ a(x), unde a(x) — 0,2 — xy. Atunci

lim f(z) = lim (A4 a(z)) = A+ lim a(z) =A+0=A.

T—T0 T—xo T—T0

Q.E.D.

3.3.3 Teorema despre limita functiei compuse

Fie cad functia f(z) este definitd intr-o vecinitate gaurita U (zo) a punctului xg, iar
functia F'(y) este definitd pe mulfimea valorilor functiei f(x). Atunci pe U (zq) este
definitd functia compusa F(f(x)).

Teorema 3.14. Daca exista

lim f(x) =0 i f(x)#b pentru x # xo,

T—T0

st exista

lim F(y) = A,

y—b

atunci functia compusa F(f(x)) are limitd in punctul xq si

lim F(f(x)) =lmF(y) = A.

T—x0 y—b

Demonstratie. Intrucat lim f(z) = b, functia f(z) este definita intr-o vecinitate giurita
T—xo
a punctului zy §i pentru orice numéar € > 0 se va gasi un aga 0 > 0 incat

f(U (1’0,(5)) - U(bv 6)7

si conform ipotezei, pentru x # xy avem f(x) # b.
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Intrucat linll) F(y) = A, functia F(y) este definitd pe o vecinitate perforata a lui b gi
y*)

deci pe U/ (x0, ) are sens functia compusa F(f(x)).

Fie (Z,)nen+ un sir arbitrar, astfel incat z, — o, 2, €U (20,0) si fie y, = f(2),
n=1,2,.... Conform ipotezei y,, # b,n = 1,2, .... Deoarece F(y) — A,y — b concludem
ca

lim F(f(x,)) = lim F(y,) = A.

n—oo n—oo

Deoarece girul (z,),en+ a fost ales in mod arbitrar rezulta ca

lim F(f(z)) = A.

T—T0

[]

3.3.4 Criteriul lui Cauchy de existenta a limitei unei functii intr-
un punct

Teorema 3.15. Pentru ca o functie f(x) sd aibd limitd finitd in punctul zo € R este
necesar §i suficient ca pentru orice numdar pozitiv e > 0 sa existe un asa numdar 6(g) > 0

incdt pentru orice puncte x’ cU (x0,0) g1 2" €U (x0,0) sa aiba loc inegalitatea
|f(@) — fa")] <e.

Demonstratie. Necesitatea. Fie ca lim f(z) = A, A € R. Atunci pentru orice ¢ > 0

T—T0

existd o 0 — vecindtate giuritd a punctului xo aga incat

Fla) = Al < 5, Va €U (20,0).

Deci, pentru orice puncte z’, z” €U (z9,d) avem
€

228.

@) = F@)| = 1f@) = A+ A= f@")| S |f@) = Al + [A= f(a")] < 5 +

Suficienta. Fie ca pentru orice € > 0 exista un aga numar J(¢) > 0 incat pentru orice

puncte ' €U (o, 8) si 2’ €U (z0, ) are loc inegalitatea

[f(a) = f(@")] <e.

Consideram un gir arbitrar (z,,),en+ astfel incat z, # zo,n = 1,2,... si x, — x, cand
n — oo. Sa ardtam ca girul (f(x,))nen+ este convergent. Conform criteriului lui Cauchy
de convergenta a girurilor numerice, din convergenta sirului (x,),en+ rezulta ca pentru

numadrul J, exista un rang N(0) € N aga incat

T €U (z0,8),Yn > N(9).
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Dar atunci pentru toti n > N(9) gi m > N(J) vom avea ca

z, €U (0,0) $i T cU (xg,0)
si deci
|f(zn) = flzm)| <e,

dar aceasta inseamnd ca sirul (f(z,))nen- este gir Cauchy si deci este convergent. Fie

lim f(z,) = A.

n—oo

Consideram un alt gir (x)nens, 5 # o $i 27 — xo. S& ne convingem ci

lim f(x}) = A.

n—oo

Cu acest scop construim sirul (Z,,)nen-

TN 2 dach m=2%k k=12

n?

i { 2, dack n=2%—1, k=1,2,...

Evident ca z, — xg §i T, # xo,n = 1,2,... Dar atunci, dupa cum am demonstrat mai
sus girul (f(Z,))nen+ este convergent si deoarece limita oricdrui gir convergent coincide cu

limita oricarui subsir al sau deducem ca

lim f(z;) = lim f(Z,) = lim f(z,) = A.

n—oo n—oo n—o0

Dar atunci, conform definitiei limitei functiei in sensul lui Heine avem

lim f(x) = A.

T—T0

]

Remarca. Daca xg este un numar finit, atunci conditiile Cauchy pot fi scrise astfel:

J lim f(z) & Ve>0,30() > 0: |f(2")—f(2")] <e, pttoti o/, 2" :|2'—xo| <6, |2"—x0| <.

T—x0

3.4 Calculul limitelor functiilor

3.4.1 Calculul limitelor functiilor rationale intregi, functiilor frac-

tionar- rationale, trigonometrice

Pentru orice g € R avem lim z = zy. Dar atunci

Tr—XT0

lim k- 2™ =k -z

T—T0
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Prin urmare, daca P,(z) = a,z" + Ap_12" "1 4+ -+ ag este un polinom de grad n, atunci

lim P,(z) = P,(zo).

T—T0
lim P,(r) = lim (a,2" 4+ a, 12" "+ -+ ag) =
r—=+o0 x—2Fo00

= lim a,z" (1 + fn-1 4+ -4 %0 ) = lim a,z".

z—+o00 anT angjn r—+o00
Deci
lim P,(x)= lim a,z".
r—+o00 r—+o00
Exemple.

1) lin}))(xQ—I—Q) =9+2=11.

2) lim (52®+3) = lim 5z% = +o0.

T——+00 T——+00
3) lim (52®+3) = lim 5z° = —oo0.

Fie Qm(7) = bypz™ + bp_12™ 1 + -+ + by un polinom de grad m. Se cere de calculat

. Pu(x)
i )
x_glo Q)

Daca Q(zo) # 0, atunci

tim £o@) _ Pulao).
=20 Qm () Qm(Z0)
Dacd Q. (o) = 0, atunci rationamentele se complicd. Aga, de exemplu, dacd P,(x¢) # 0,

atunci

. Pu(z) o Pu(2)
xli’rgo Qm(‘r) v J}LH;O Qm('r)

T>T0 r<x0

pot fi diferite si egale ori cu +oo ori cu —oc.

P (z)
Qm(2)

Daca P,(xo9) = 0, atunci functia rationala poate fi simplificatd prin factorul

comun z — z( al polinoamelor.

Exemple.

N B S

i) lim = =-.
=2 x+2 242 4

24102
1) lim vl —, sd calculim limitele laterale
z—1 1 — 1 0
.2+ 2 ot +1 2
lim = — =—00, lim = — =400
e—1 x —1 -0 e—1 xr —1 +0
<l x>1
21 0 — 1 1 2
iti)  lim ’ *—*lim(x Nz + ):hmij =—=-2
z—=122—=3x4+2 0 a=1(z—1)(z—-2) s—12-2 -1
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n

P, ()
Qm(z)

QnX

= lim )
T—00 bmxm

lim

Tr—00

iv)

CALCULUL LIMITELOR FUNCTIILOR

Din definitiile si proprietatile functiilor triconometrice rezulta ca

lim sinz = sin z,

T—T0

lim cosz = cos g

T—T0

lim tgx = tgxy, xg9 # T +kmkeZ

T—T0

2

lim ctge = ctgry, xo # km,k € Z

Tr—XT0
lim tgz = 400, lim tgr = —oo0.
z<5 T>%
lim ctgr = —oo, lim ctgr = +o0.
z—0 z—0
<0 >0
3.4.2 Prima limita remarcabila
Sa demonstram prima limita remarcabild.
. sinz
lim =1.
z—0 X

Fie z > 0. Construim cercul unitate si unghiul de marime x. Avem

Saa0B < Ssect.a0B < Sasoc-

1 1
Sra0B = §OA -OB -sin(LAOB) = 3 sinx,
1 1
Ssect.AOB :1 §R2 X = 55157 ,
SAAOC = 5014 -AC = 5 -1- AOthL’ = étgl’.
Deci ) .
sinz gx
0 < =< =
< 2 2 2
Deoarece 0 < = < g avem sinx > 0. Ji deci
1
1< -2
sinz  cosx
sau )
sin x
cosyr < — < 1.
z
Intrucat

lim cosx = cos0 =1,

z—0

putem aplica teorema despre limita functiei intermediare, conform careea avem

sinx

lim
z—0t

=1.
x
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.. . ST .. o
Deoarece functiile cos z si sunt functii pare deducem ca
x

sin x

lim =1
r—0~ X
si deci definitiv obtinem
. sinz
lim =1.
z—0 X

Aplicand teorema despre limita functiei compuse obtinem formula

lim o =1,
*—0 %
Exemple
t ' 1 1
1) lim BT fim (smx : ) = lim 227 i =1
e—0 r  «—=0\ x  cosx e—0 x  a—0cosT
3 in 3
9)  lim o iy 22T 31323
z—0 z—0 X

3.4.3 Existenta limitei unei functii monotone

Fie datd o functie f(x) definitd pe o multime E C R. Functia f(z) se numegte mono-
ton crescitoare (corespunzitor descrescatoare) pe mulfimea E| dacd pentru orice puncte
xr1, Ty € F aga incat xr; < xo are loc inegalitatea

f(x1) < f(x2) (coresp. f(z1) = f(x2)).

Teorema 3.16. Daca functia f(x) este monoton crescatoare pe intervalul (a,b), atunci
in punctele a $1 b exista limitele laterale ale functiei si anume

lim f(z) = sup f(x), lim f(z)= inf f(x).

x—b~ z€(a,b) rz—at z€(a,b)

Daca functia f(x) este monoton descrescatoare pe (a,b), atunci

lim f(x) = inf )f(x),

x—b~ z€(a,b

lim f(z) = sup f(x).

z—a z€(a,b)

Demonstratie. Fie ci functia f(x) este monoton crescitoare pe intervalul (a,b). Si fie

A= sup f(z). Sunt posibile doud cazuri: A este un numaér finit ori A = +o0.
z€(a,b)
Daca A este un numar finit, atunci

1. Vx € (a,b) : f(z) < A.
2. Ve > 0,3z, € (a,b) : f(x) > A—c.
Fie § = b — x., atunci in baza monotoniei functiei f(x) avem ca pentru orice = asa

incat r. < x < b avem

A—e < flz) < fla).
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Dar
r.<r<b&sb-—d0i<z<b
si deci
Ve,b—d<x<b avem A—cec< f(z) <A< A+eg,

adica

|f(z) — Al <e,
ceea ce Inseamna ca

lim f(z) = A.

r—b—

Daca sup f(z) = +oo, atunci pentru orice numar £ > 0 fixat exista un punct z. € (a,b)
z€(a,b)
asa incat

f(ze) > e.
Punem 6 = b — x. si atunci pentru orice b — d < x < b avem
flx) = f(z:) > ¢,

dar aceasta, conform definitiei, inseamna ca

lim f(x) = +o0.

r—b—

Analogic se demonstreaza si celelalte afirmatii ale teoremei.
O

Corolar. Daca functia f(x) este monotond pe un interval (a,b), atunci in fiecare
punct xy € (a,b) existd limitele laterale

flxg—0) si f(zo+0)

si aceste limite sunt finite.

3.4.4 Fromula fundamentala pentru numarul e

Amintim ¢& mai devreme am demonstrat formula

lim (1 + l)” = e.
n—oo n

1 X
ro = (1+3)

definita pentru orice x # 0 si sd demonstram ca

Sa consideram functia

lim <1 + é) e (3.6)

Tr—00
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Pentru aceasta trebuie sa demonstram ci

1 X
lim (1 + —> —e. (3.7)
r—-+00 €T
si
. 1\*
lim (1 + —> =e. (3.8)
rT—>—00 X

S& demonstram (3.7). Cu acest scop considerdm un gir arbitrar de puncte (z)gen,

klim x, = +00. Deci, putem considera x, > 1,Vk € N. Fie n, = [z, atunci Vk € N avem
—00

Deci
1 1 1
< —< —,
n,+1 xp ~ ng
1 1
1+ <—4+1<1+—. (3.10)
ne + 1 T N

Din (3.9) si (3.10) avem

1 Nk 1 T 1 ng+1
Q+ ) <Q+_) <Q+_) |
ng + 1 Tk g

Evident cé, atunci cand k — oo odatd cu (xy)ken vor converge la +oo si sirurile (7 )ken
= = €
1 140

si (e 4 1)gen
1 ng+1
(1+55)
ne +1

1 th
lim (1 + ) = lim
k—oo ng +1 k—oo
1 ng+1 1 Nk 1
nm@+_) :an+_>.@+_)m4Hm:e
k—o0 Nk k—o00 N N

Dar atunci conform teoremei despre limita girului intermediar rezulta ca

1\
lim <1 + —> =e.
k—oo Tk

Deoarece sirul (xy)ren a fost ales in mod arbitrar concludem ci are loc (3.7).

1 e

1+

Pentru a demonstra (3.8) vom pune x = —y, dar atunci dacd z — —oo, atunci
Yy — 400 si deci avem

1\* 1\ S\ Y
lim (1+—> = lim (1——) — lim (—y ) —
T——00 x y—-+oo Y y——+o00 Yy

y 1\’ 1\ 1
= lim = lim |1+ 1+ —e-(140)=e
y*1+°0(y—1) oo < y—l) ( y—1> clE =

Prin urmare formula (3.6)) este demonstratd. Aceastd formuld se numeste a doua limita

remarcabild.
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3.4.5 Unele consecinte din formula fundamentala pentru numarul e

1. lim(1 —|—x)% =e.

z—0

1 1
5 fiy (081 +2)
x—0 x

Intr-adevar,

= log,, e.

| 1
lim log,(1+7) = lim log, (1 + x)% = log, (lim(l + x)i> = log, e.
r—0 xX x—0 x—0
In(1
3. lim M —1.
r—0 €x
1
4. lir% a =Ina.
T— T
Intr-adevar, notam a® — 1 = ¢, atunci x = log, (1 +1¢) gi cdnd x — 0, avem t — 0, deci
’ a® —1 ) t 1 1 |
im = lim = = =Ina.
20 X t—0log,(1+¢t) .. log,(1+t) log,e
lim =%~
t—0 t
r 1
5. lim < —1.
r—0 X
6. lim w = .
x—0 xX
Intr-adevar,
1 a_1q In(142)* _ 1 aln(l+z) _ 1
z—0 x x—0 €x x—0 €x
aln(l4+z) _ 1 In(1
= lim * .ozn( +$):1-a~1:a.
z—0 aln(l + x) T
Exemple.
i)
| In(1 + 4x) 4
im
lim ln(l'—l— 4x) — im In(1 + 4x) . = R 14 4
z—0 sin T z—0 4 S x . sInx 1
T lim
x z—0 I

ii) Calculati limita
. 3—V10—=z
lim ———.
z—1  sin37mw
Facem substitutia x — 1 = ¢, atunci x =t + 1. Daca x — 1, atunci ¢ — 0. Astfel obtinem
3—vV1I0—t—1 . 3—4/9—1t . B=vV9-0)(B+V9-1)
im — =]lim —— = lim =
t—0 sin3m(t+ 1) =0 sin(3nt 4+ 37) =0 (34 /9 —t) - (—sin37t)
. t 1 1
= —lim = — = —

= in 37t . )
t 0(3+M)Slgf 3t 6-3m 187
T
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3.5 Studiul comportarii locale a functiei

3.5.1 Relatia ,JO”. Proprietatile relatiei ,,O0”

Vom considera ca toate functiile studiate mai jos sunt definite intr-o vecinatate gaurita

U () a punctului o € R.

Definitia 3.11. Daca pentru functiile f(x) si g(x) exista o vecinatate V (20) si 0 constanta

pozitivi C' > 0 incat pentru toti x €V (zg) are loc inegalitatea

|f(2)] < C-g()],
atunci se spune ca functia f este supusa functiei g sau f este mdrginitd in raport cu g in
V (2o).

Se noteaza
f(x) = O0(g(x)),x — zp sau [ = O(g),r — wo.

Se citegte: functia f(z) este O mare de g(z) cand x tinde la z.

Fie o € R. Relatia f(z) = O(1),x — =z este echivalentd cu faptul ca f(z) este

marginitd intr-o anumita vecinatate V' (xo).

Afirmatie. Fie xy € R si pentru toti €U (x0) avem g(x) # 0. Atunci f = O(g),z —
xo atunci gi numai atunci cand = este functie marginita intr-o anumita vecinatate 1% (o).

1 1
Exemplu. Fie f(z) = —, g(z) = —;, 70 = 0. Deoarece atunci cind r — 0 putem
x x

considera ca |z| < 1 avem

1
|f(x)| = - < pl l9(x)],
adica ) )
-=0 (—2) , L — 0
x x
Proprietdtile relatier ,,O”.
1) Daca exista
lim M =k,
=0 g(x)

atunci

2) Daca f = O(g),x — xo i g = O(h), x — xg, atunci

f=0(h),z — x,
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adica
O(O(h)) = O(h),x — xq.
3) Daca f = O(g),z — xo 51 h = O(g),x — x0, atunci

f+h=0(g),x — xo.

Astfel
O1(g) + O2(9) = O(9), v — wo.

4) Daca fi = O(g1), — o §i fo = O(ga), v — o, atunci
fi- f2=0(g1 - g2), 7 — 0.
Astfel
O(g1) - O(g2) = O(g1 - g2), & — .
3.5.2 Relatia ,,0”. Proprietatile relatiei ,,0”
Definitia 3.12. Functia f(z) se numeste infinit micd in raport cu functia g(x) in punctul
o dacd intr-o anumitd vecinatate 1 (z9) avem
f(z) = a(z) - g(x), unde a(z) — 0,z — .
Se noteaza
f(x) =o(g(z)),x — zo sau f=o(g),z — .

Se citeste: functia f(z) este o mic de g(x) cand x tinde la x.
Notatia f(z) = o(1),z — x¢ inseamna ci f(x) este o functie infinit mica in punctul

Zo.
Afirmatie. Fie ci pentru toti z din V/ (o) avem g(z) # 0. Atunci
f(@)
flx) =0(g(x)),r = xog <= lim —= =0
(@) = olgfa)). o = 20 = Jim T8
Exemplul 1. Fie f(z) = 23, g(z) = sinz?, 2o = 0. Avem
3 2
im 2% i T - —1.0—0.
z—zo g(x)  @—zosinz?  z—zo sin a2
Deci
2® = o(sinz?),x — 0.
Exemplul 2. Fie
1 1
f(z) = 22 g(z) = 57330 = 00
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Observam, ca

1
TG lim = =0,
r—00 g(qj) T—00 1’2 1 T—00 I

1 1 1
Deci f(z) = o(g(z)),z — oo, sau — = o (—) , adicd — tinde mai repede la zero, atunci
x x x

cand z — oo.
In general, dacd functiile f(x) si g(z) sunt infinit mici in punctul zo si f(z) = o(g(z)),
r — To atunci spunem cd f(z) este un infinit mic de ordin superior in raport cu g(x)

cand z — zg.

Proprietdtile relatier ,,0”
1. Dacd f(z) = o(g(x)),z — xg, atunci f(z) = O(g(z)),x — .
2. Daca f(z) = o(g(z)),x — w0, §i g(x) = O(h),x — x¢, atunci

f(z) =o(h(x)),z — xo.

Astfel

Analogic
O(o(h)) = o(h),z — x.

3. Daca fi(z) = o(g(z)),x — o §i fo(x) = o(g(x)),x — x¢, atunci

fi(@) + faw) = o(g()), = — o

4. Dacd fi(z) = o(g1(2)), x — xo s fo(z) = O(g2()), 2 — w0, atunci

fifa=o0(g1- g2), 2 — wy.
Astfel
o(g1) - O(g2) = o(g1 - g2), © — wo.
Simbolurile O i o au fost introduse de cdtre Edmund Landau (14.02.1877-19.02.1938).

3.5.3 Functii echivalente

Definitia 3.13. Functiile f(z) si g(z) se numesc echivalente cidnd © — xy dacd intr-o

vecinitate [/ (o) este definiti o functie ¢(z) asa incat

f@) =) g(x) si lim p(z) =1.

T—T0

Se noteaza
f(z) ~g(z),r — 0.

Remarci. Relatia de echivalentd a doua functii este simetrica, adica daca f(x) ~
9(x), & — w0, atunci g(x) ~ f(z),x — 0.
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Exemplu. Fie

= Tran ’

Avem
1, 1
adica
p(r) = 15 glclg(l) (z) =1,
deci
f(z) ~g(z),x — 0.
Afirmatii.
1.

Pentru ca functiile f(z) gi g(z) sa fie echivalente in punctul x, este necesar si
suficient ca

f(x) = g(z) + o(g(x)), x — wo.
2. Fie cii Vo €V (z0) avem g(z) # 0. Atunci
flz) ~g(x),x — g <= xlijglo % =1.

3. Pentru orice functie f :V (o) — R avem f(z) ~ f(z),2 — 0.

4. Daca f(z) ~ g(x),z — xo si g(z) ~ h(x),x — ¢, atunci
f(x) ~ h(z),z — x0.
5. Daci fi(z) ~ g1(z),x — o §i fo(x) ~ ga2(x), z — x0, atunci
Ji-far~ g1 g2, — o,

6. Fie ci Va €V (z0) avem f(z) # 0,g(x) # 0 si f(z) ~ g(z), x — xo. Atunci pentru
orice functie h : V(z9) — R din existenta unei din limitele

lim (f(z) - h(z)),  lim (g(z) - h(z))

T—x0 T—x0

rezulta existenta celeilalte limite si egalitatea lor.

Analogic, din existenta unei din limitele

IC T
AT e gle)

rezulta existenta celeilalte gi egalitatea lor.
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3.5.4 Aplicarea relatiei de echivalenta a functiilor la calculul li-

mitelor de functii

Teorema 3.17. Daca f(z) ~ fi(x),x — xg, g(x) ~ g1(x),r — 0 $i exista limita

lim (@) ,
=30 g1(x)
o fx) )
atunct existd gi limita lim ﬂ st are loc egalitatea
z—zo g(x

lim @ = lim M
0 g(a) e ga(a)

Exemplul 1. Intrucat

(142)" = 14+Clz+C20%+- - 42" = 1+na+(C2x+- - +2" 1) x = 14+nz+a(z)-x = 1+nzto(z),

avem ca
(14 x)"—1~nz, cand x — 0.
Dar atunci
o™ —=1 . (I+t)™=1 . mt m
lim =lim-——— =lim— = —.
z-1 g —1 =0 (1+¢)n =1 t=0nt n
Exemplul 2. Din egalititile
i S0y i EOIE gy, BT gy, ACBT
z—0 x—0 x z—0 x—0 x
In(1 rT—1
lim al +x>:1, hm6 =1
r—0 €x x—0 x

deducem ca

x ~sinx ~ arcsinx ~ tgx ~ arctgr ~ In(l + z) ~ e” — 1.

lim sin 593'— sindz lim 5z + o(x) — (3z + o(x)) _ lim 2z _ 5
20 sin z z—0 x4+ o(x) =0
Exemplul 3. Intrucat cand 2 — 0 avem 1 — cosz = o(z), 1 — cospz = o(x),

sinz =z + o(x), sinpz = pr + o(x), atunci

1+sinx —cosz . x+o(xr) 1
im - = lim —.
=0 1 +sinpr —cospr 2—0pr+o(x) p

in 3z + 3arctg 7z + 5a?
Exercitiu. Calculati limita lim mIr arcl gg LT .
=0 In(1 + bz + sin® x) + xe”
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3.6 Functii continue intr-un punct

3.6.1 Notiune de functie continua intr-un punct. Operatii arit-
metice cu functii continue. Continuitatea functiei compuse

Definitia 3.14. O functie f : [ — R se numeste continua in punctul ry € I daca ea are
limita in acest punct egala cu valoarea functiei in punctul dat

lim f(x) = f(xo),

T—x0
adica
lim f(z) = f (lim x) .
T—T0 T—T0

Functia f : I — R se numeste continud pe I daca ea este continud in orice punct
Xo € 1.
In baza definitiilor limitei functiei in punct in sensul lui Heine si in sensul lui Cauchy

obtinem urmatoarele definitii echivalente cu cea data mai sus.

Definitia 3.15 (Heine). Functia f : I — R se numeste continud n punctul xo € I daca
pentru orice sir de valori a argumentului (x,,),en+, T, € I convergent la xg, sirul valorilor
respective ale functiei (f(z,))nen converge la f(xo),

lim f(x,) = f(xo).

n—oo

Definitia 3.16 (Cauchy). Functia f : I — R se numeste continua in punctul xy € I
daci pentru orice numdr pozitiv e > 0 se va gdsi un numir pozitiv §(¢) > 0 astfel incat
pentru orice x € [ cu |z — xo| < §(¢) are loc inegalitatea

[f(x) = flzo)| <e.
Definitia 3.17. Functia f : I — R se numeste continud in punctul xo daca
YU(f(x0),€),3U(x9,0) ad. f(INU(xp,0)) CU(f(xo),¢).
Definitia 3.18. Functia f : I — R se numeste continud la stinga in punctul xo daca

lim f(x) = f(xo),

T—T(

adica daca
Ve >0,36(e) >0 ad Veg—d<z<zo=|f(x)— flzxo| <e.
Definitia 3.19. Functia f : I — R se numeste continud la dreapta in punctul xo dacd

lim_ () = f(0).

fE—’mO

adicd daci

Ve >0,36(e) >0 ad Veg<z<zo+0=|f(zr)— flxy <e.
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Fie f : I — R. Ti ddm argumentului z, o crestere Az asa incat punctul z = zq + Az
de asemenea si apartina lui I. Functia f(x) in rezultat va primi cregterea f(x) — f(xo)
notata cu Af(x),

Af(zo) = flz) — flzo) = f(zo + Az) — f(0).
Din definitia functiei continue imediat obtinem

Propozitia 3.1. Functia f : I — R este continua in punctul zo € I daca si numai
daca oricarei cresteri infinit mict a arqumentulus % corespunde o crestere infinit micd a
functiet,

lim Af(zg) =0.

Az—0 f< 0)

Usor ne putem convinge ca operatiile aritmetice cu functii continue ne aduc din nou
la functii continue.

Daca functiile f i g sunt continue pe I, atunci:

i) suma f + g este continud pe I;

ii) produsul f - g este functie continui pe I;

iii) catul = este functie continud pe multimea D = {z € I | g(z) # 0} pe care este

definit catul.

Teorema 3.18 (Teorema despre continuitatea functiei compuse). Daci u = f(x)
este functie continud in punctul xq, f(xo) = uo, tar functia y = g(u) este continud n o,

atunci functia compusa y = g(f(x)) este continud in punctul x.

Cu alte cuvinte, orice compunere g o f de functii continue este si ea continua.

3.6.2 Continuitatea unor functii elementare

S& consideram functia constantd f(x) = C. Pentru orice punct = € R gi orice cregtere

a argumentului Az avem
Af(z) = flx+Ax) — f(x) =C - C =0,

deci functia data este continua in toate punctele x € R.
Functia f(z) = x este continu in fiecare punct zy € R, deoarece

lim x = zq = f(xo).

T—T0

Orice polinom algebric
P(x) = an2" + a1z + - + a7 + ag

este o functie continud in toate punctele x € R, aceasta rezultd din faptul ca functia ",

n € N este continuad pe R gi din teoremele despre operatiile algebrice cu functii continue.
Orice functie rationald

P(z)  apa”+ Ap_12" 4 a4 ag

Q(x)  bpa™ + by 2™ - by + by

este continua in toate punctele z € R pentru care Q(z) # 0.

R(z) =
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3.6.3 Puncte de discontinuitate. Clasificarea lor

Fie f: I — R o functie continud in punctul =y € I. Atunci

1) 3f (wo);

2) 3f(zo — 0);

3) 3f(zo +0);

4) f(xo) = f(xo —0) = f(x0 +0).

Daca in punctul xg cel putin una din aceste patru conditii nu se indeplineste, punctul
T se numeste punct de discontinuitate pentru functia f.

Definitia 3.20. Daca xq este un punct de discontinuitate pentru f in care ambele limite
laterale

flzo—0) si f(zo+0)

exista si sunt finite, atunci xg se numeste punct de discontinuitate de speta I pentru functia

f.

Marimea
| f(zo +0) = f(z0 — 0)]

se numeste saltul functier f in punctul x,.
Daca xy este un punct de dicontinuitate de speta I a lui f in care saltul este egal cu
0, atunci xg se numeste punct de discontinuitate aparenta.

. - . sin
Exemplu. Si studiem la continuitate functia f(z) =

. Domeniul de definitie al
functiei date este Dy =R\ {0}. Functia f este discontinua in punctul zy = 0, dar
sin sin

lim = lim
z—0- X z—0t T

=1.

Asadar, o = 0 este un punct de discontinuitate aparentda. Pentru a inlatura discontinui-
tatea functiei in acest punct, o putem prelungi prin continuitate punand f(0) = 1.

Definitia 3.21. Daca z este un punct de discontinuitate pentru functia f(z) si cel putin
una dintre limitele laterale ale lui f(x) in acest punct nu existi sau este infinita, atunci

T se numeste punct de discontinuitate de speta a II-a pentru functia f.

Exemplu. S& studiem la continuitate functia

x+1, dacd 2 <1
2%, dacd 1<ax<2

fx) = 1

dacd 2<zx<3
1, daca z > 3.

Functia f(z) este definitd pe R, dar ar putea fi discontinud in punctele z; = 1, 5 = 2,
T3 = 3.
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Fie x1 = 1. Avem
f(1) =1, fA=0)=14+1=2, f(14+0)=1*=1.
Functia f are in acest punct discontinuitate de speta I, saltul functiei este egal cu

[f(1+0) = f1-0)| =1,

functia este continud la stdnga in acest punct.

Fie x5 = 2. Avem

f(2) =22 =4, f(2—-0)=2%=4, f(2—|—0):%:oo.

Deci, x5 = 2 este un punct de discontinuitate de speta a doua pentru f.
Fie 23 = 3. Avem

f(3):3712:1, f<3—o>:3_%:1, F340) = 1.

Deci f este continud in punctul 3 = 3.

3.7 Proprietatile functiilor continue pe un segment

3.7.1 Marginirea functiei continue pe un segment

Definitia 3.22. O functie f(z) se numeste continud pe un segment [a,b] daca ea este
continud in fiecare punct al intervalului (a, b), este continua la dreapta in punctul a si este
continua la stanga in punctul b.

Clasa functiilor continue pe segmentul [a, b] se noteaza cu Ci, ).
Teorema 3.19 (Weierstrass). Orice functie continud pe un segment este marginitd.
fe€Cey = 3IM>0 ai |f(x)]<MVee]a,b.
Demonstratie. Admitem contrariul. Fie cd
VM > 0,3z € [a,b] ad. |f(zar)| > M.
Dar atunci, pentru fiecare n € N putem gési un punct z,, € [a, b] astfel incat
|f(zn)| > n. (3.11)

Sirul de puncte (x,)nen, Tn € [a,b] este marginit si deci, conform Teoremei Bolzano -
Weierstrass, din el putem extrage un subgir convergent (x,, )ren §i fie

lim z,, = «a.
k—o0
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Deoarece
a<z, <b VkeN,

trecand la limitd cu kK — oo vom avea

si deci v € [a, b].
Fiind continud pe segmentul [a, b], functia f(z), este continud in punctul «a € [a, b] si
deci

Jim f(e,) = f ( Jim @, ) = f(),

—00
dar aceasta contrazice conditia (3.11)). Deci presupunerea facuta este falsa gi prin urmare
f(z) este marginitd pe [a, b].

O

Remarca. Teorema nu este adevarata, daca functia este continua pe un interval
deschis sau semiinterval. De exemplu, functia f(z) = — este continud pe semiintervalul
x

deschis la stanga (0, 1], dar nu este marginita pe el.

3.7.2 Atingerea marginii superioare exacte si marginii inferioare

exacte

Teorema 3.20 (Weierstrass). Dacd o functie f(x) este continud pe un segment [a,b),
atunci ea atinge pe acest segment valoarea sa minimda si valoarea sa marimda, adicd se vor
gasi asa puncte o, 3 € [a,b] tncdt

min f(z) = f(a),  max f(z) = f(9).

x€[a,b] z€[a,b]
Demonstratie. Conform Teoremei functia f(x) este marginita pe segmentul [a, b]
si deci existd marginea superioara finitd a functiei f pe [a,b] si fie

M = sup f(z).

z€[a,b]

Dar atunci,

i) Vo € [a,b] avem f(z) < M;

ii) Ve >0, Jz. € la,b] a. i f(z.) > M —e.

Fie e = —, n=1,2,... Atunci pentru fiecare n € N vom gési un aga punct z, € [a,b]
incat

M—%<f(xn) <M
Sirul (z,)nen este marginit i deci din el putem extrage un subsir (x,, )ren convergent si
fie
khigox"’“ =0 si [B€]la,b)].
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Folosind continuitatea functiei f(x) in punctul § si trecem la limita in inegalitatea

Obtinem

Deci
f(B8) =M = sup f(x)= max f(z).

z€a,b] z€la,b]

Analogic se demonstreaza cealaltd afirmatie a teoremei.
[

Remarci. Teorema nu este adevarata, daca functia este continua pe un interval
deschis sau semiinterval. De exemplu, functia f(z) = x este continui pe intervalul (0, 1)
si este marginita pe el, dar

sup f(xz) = sup v =1¢ Ey.
x€[a,b] z€(a,b]
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Exercitii.
i) Aduceti un exemplu de functie continui definitd pe intervalul (0, 1), dar care nu
atinge maximul sdu pe (0, 1).

ii) Aduceti un exemplu de functie continui definita pe (0, 1) care este marginita, dar

care nu atinge nici maximul sdu si nici minimul sau pe acest interval.

iii) Aduceti un exemplu de functie discontinua definita pe segmentul [0, 1] care este

marginitd, dar nu atinge nici maximul sau gi nici minimul sau pe acest segment.

3.7.3 Anularea functiei

Teorema 3.21 (Cauchy). Daca o funclie f(x) este continud pe segmentul |a,b] si
primeste la extremitatile acestui segment valori de semne opuse, atunci pe intervalul (a, b)

exista un punct ¢ in care functia se anuleaza, adica
(fla) <0 si f(b)>0) sau (f(a) >0 si f(b)<0) = dc€ (a,b) a.i f(c)=0.

Demonstratie. Fie f(a) < 0, iar f(b) > 0. Impartim segmentul [a, b] in jumitate. Daca
in mijlocul segmentului [a, b] functia primegte valoarea 0, atunci teorema este demonstrata.
In caz contrar, una dintre jumititi este de asa naturd incat la extremitatile ei functia

primegte valori de semne opuse gi dacd notdm cu [a, b;] acest segment, atunci avem

flar) <0, f(b1) > 0.

Impirtim segmentul [a1, by] in jumdatate si ori gasim punctul ¢, ori obtinem un segment

[as, bo] la extremitatile ciruia functia ia valori de semne opuse gi anume

flaz) <0, f(bg) > 0.

Continuand acest proces, ori peste un numar finit de pasi vom avea ca punctul de
diviziune este punctul ciutat, ori vom obtine un gir infinit de segmente incluse [a,,, b,| agsa

incat pentru toti n € N avem

flan,) <0, f(b,) > 0. (3.12)

Lungimile segmentelor [a,, b,] sunt egale cu

b, — a, = — 0,n — 0.

2n
In baza principiului segmentelor incluse avem ca existd un singur punct ¢ comun tuturor
segmentelor
a, <c<b,, VneN.

S& trecem in (3.12)) la limitd cu n — oo i sd folosim continuitatea functiei f(z) pe
segmentul [a, b]. Obtinem

F(e) = lim f(a,) <0,

n—oo
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f(e) = lim f(by) =0,

deci f(c) = 0.
0

Exemplu. Functia f(z) = cos x—x este continud pe segmentul [0, 7] gi la extremitatile
lui ia valorile
—1—-—m<0.

fO)=1>0,  f(m)

Deci pe intervalul (0,7) exista un aga punct ¢ incat f(c) = 0. Ca urmare, concludem ca

ecuatia

cosz —x =0
are o radacind pe intervalul (0, 7).

Exercitii.
i) Aduceti un exemplu de functie continué definita pe [0,1) U (1, 2] care este pozitiva

in punctul 2, negativa in punctul 0, dar care nu se anuleaza nici pentru o valoare x.

ii) Credeti in existenta numirului v/8? Adici, existd oare un numir care multiplicat
prin sine insisi de 7 ori ar da 8? Inainte de a face o concluzie, ganditivd ci calculatorul
vostru va insald, caci el in general nu stie despre v/8, tot ce poate face el, este si aproximeze
acest numar si ceea ce va da el este doar o aproximatie. De ce totusi exista acest numar?

3.7.4 Atingerea valorilor intermediare

Teorema 3.22 (Proprietatea lui Darboux). Dacd o functie f(x) este continud pe un
segment [a,b] si la extremitatile lui primeste valori diferite

fla)=A, fb)=B, A#B,

atunci oricare ar fi numarul C cuprins itntre A gi B se va gasi un punct ¢ € (a,b) astfel
tneat f(c) = C.

Demonstratie. Aceasta afirmatie este o consecinta directa din Teorema Fie A <
C < B. Consideram o functie ajutatoare

F(z)= f(x) - C, =z € la,b].
Ca diferenta functiilor continue pe [a, b], functia F' este continua pe [a, b] si
F(a) = f(a)-C=A-C <0,

F(b)=f(b)—C=B—C>0.

Deci, conform Teoremei existd un punct ¢ € (a, b) astfel incat F'(c¢) = 0. Dar F(c) =
fle) = C, deci f(c) — C =0 si definitiv avem f(c) = C.
[
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3.7.5 Continuitatea uniforma a unei functii continue pe un seg-
ment

Fie dati o functie f : I — R gi fixdm un punct xy € I. Amintim c& functia f(z) se

numeste continud in punctul zo, dacd lim f(x) = f(xo), adica
T—T0

Ve >0,36(e) >0, ad. Vo : |z —xo| <d(e) = |f(x) — f(x)] <e.

O functie f se numegte continua pe multimea I, daca ea este continua in fiecare punct
al acestei multimi. In acest caz, punctul zo parcurge toatd multimea I si pentru numirul
e > 0, numarul § poate depinde si de xy nu numai de €.

Definitia 3.23. O functie f : I — R se numeste continua pe mulfimea I, daca Ve > 0 si
Voo € 1, 36(e,z9) > 0, a. 1. |f(x) — f(zo)| <&, Vx €1 : |z —x0| < (e, x0).

Natural apare intrebarea, s-ar putea oare pentru orice numar pozitiv € de ales un asa
0 care s-ar potrivi pentru toate punctele multimii 17

Definitia 3.24. O functie f : [ — R se numeste uniform continud pe multimea I, dacad
pentru orice numar pozitiv ¢, existd un aga numar 0(¢) > 0, incat pentru orice puncte

x' € I siz” € I pentru care |2/ — 2| < §(¢) are loc inegalitatea

f(&") = f@")] <e.

Exemplul 1. Functia f : R — R, f(z) = « este uniform continuii pe R. Intr-adevir,
pentru orice € > 0 avem

f(@) = f(a")] = 2" = 2"| <&,
adica 0 = ¢ si nu depinde de punctele z € R.
2 1
Exemplul 2. Functia f : (0,—] — R, f(x) = sin — desi este continud, nu este uniform
T x

continud pe intervalul dat. Intr-adevir, fie

2 1 2 1
== sin—:sinM:il,
2n+ 1w x
= — sin = sin(nm) = 0.

Deci, diferenta | f(z') — f(z")] = 1 si nu poate fi ficutd oricat de mica, desi

2 1

—_— 0 .
‘(2n+1)7r nr| T

Teorema 3.23 (Teorema lui Cantor). Orice functie continud pe un segment inchis

este uniform continud pe el.
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3.8 Continuitatea unor clase de functii

3.8.1 Continuitatea functiilor monotone

Definitia 3.25. O functie f : I — R se numeste strict crescatoare (coresp. strict de-
screscdatoare) pe multimea I dacd pentru orice valori xy,29 € I cu x; < x5 are loc
inegalitatea

flar) < fla2) (coresp.  f(z1) > f(z2)).

Definitia 3.26. O functie f : I — R se numegte crescatoare (coresp. descrescatoare) pe
multimea [ daca pentru orice valori z1, x5 € I cu 1 < 5 are loc inegalitatea

f(er) < flxg)  (coresp. f(x1) = f(x2)).

Teorema 3.24. Fie [ o functie strict crescatoare (descrescatoare) pe intervalul I C R.
Daca multimea Ey = f(I) a valorilor functiei f pe intervalul I se confine tntr-un interval
Y si il acoperd in intregime, atunci functia f este continud pe I.

Demonstratie. Fie xy € [ un punct arbitrar al intervalului I, dar diferit de extremitatea
din dreapta a lui. S& demonstram continuitatea la dreapta a functiei f in punctul xg.

S& ne convingem mai intai ca punctul yo = f(zg) € Y nu este extremitatea din dreapta
a intervalului Y. Intr-adevar,in intervalul I se va gisi un asa punct z incat z > xo. Dar
atunci y = f(x) > f(z0) = yo-

Sa fixdm in mod arbitrar numéarul pozitiv €, dar aga incat punctul y; = yo + ¢ de
asemenea sa apartina intervalului Y. Conform ipotezei, in I se va gisi un punct x; asa
incat f(x1) = y;. Deoarece y; > yo, avem x1 > .

Fie § = x1 — xp. Dacé consideram un punct x cu xg < x < x1, adicd
O<x—20 <21 —T0 =9,
atunci observam ca

f(xo) =yo < f(x) < f(21) =y1 = yo + ¢,

adica
O<f(l'>—f(l'0> <ég,

ceea ce inseamna ca

lim_f(z) = f(xo),

CD*)$0

deci functia f este continua la dreapta in punctul zy. Analogic se demonstreaza ca functia
f este continud la stanga in punctul xy, dacd xy nu este extremitatea din stanga a inter-
valului 7. In aga fel deducem ci functia f este continui pe 1.

O
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Exemple.

1. Functa exponentiald f(x) = a*, a > 0 este o functie monoton crescitoare pe inter-
valul (—oo, +00), daci a > 1 si corespunzator monoton descrescitoare, dacd 0 < a < 1.
Valorile ei sunt pozitive gi umplu tot intervalul (0, +o00). Ca urmare, functia exponentiala
este continua pe R.

2. Functia logaritmica f(z) = log, =, (a > 0,a # 1) este crescitoare pe intervalul
(0,+00) dacd a > 1 gi este descrescitoare daci 0 < a < 1 gi primegte toate valorile
intervalului (—oo, +00). Prin urmare, functia data este continua pe intervalul (0, +00).

3. Functiile trigonometrice f(z) = sinz, f(x) = cosz, f(x) = tgz, f(xr) = ctgx
sunt functii continue pe domeniile sale de definitie. De exemplu, continuitatea functiei

T
f(z) = sinz pe segmentele |km — 573 + k|, k € Z rezultd din monotonia ei. De aici

rezultd continuitatea functiei f(z) = sinx pe toata axa reald.

3.8.2 [Existenta si continuitatea functiei inverse

Teorema 3.25. Fie f(x) o functie continua §i strict crescatoare pe segmentul |a,b] si
A = f(a), B = f(b). Atunci imaginea segmentului [a,b] este segmentul [A, B] si functia
x = [~ Yy) inversa relativ la functia y = f(x) este uniformd, strict crescatoare si continud

pe segmentul [A, B].

Demonstratie. Remarcim, mai intéi, ca in ipoteza teoremei s-ar putea de inlocuit ter-
menul ,crescatoare” cu termenul ,,descrescatoare” si atunci in concluzie ar trebui de inlocuit
segmentul [A, B] cu segmentul [B, A].

Observam ca daca o functie f este definita gi continua pe un anumit interval inchis
I, atunci valorile pe care le ia functia, cdnd x parcurge intervalul I vor umple un an-

umit interval . Intr-adevir, fie m = ingf(x) si M = sup f(x), conform teoremei lui
ze zel

Weierstrass aceste valori sunt atinse in anumite puncte ale segmentului 7, fie f(x,,) =m
si f(xp) = M. Pentru orice valoare m < | < M, conform teoremei despre atingerea
valorilor intermediare existd un punct zo € I astfel incat f(zo) = [. Deci, pentru orice
[ € I} = [m, M] existd un punct zo € I aga incat f(zo) = [.

Prin urmare, pentru fiecare valoare yo € [A, B] se va gasi cel putin o valoare ¢ € [a, ]
astfel incat yo = f(xp). Din monotonia strictd a functiei f reiese cd aceastd valoare x
este unicd, cici, dacd vom admite cd valoarea yy se atinge inca intr-un punct z; € [a, bl
x1 # xg, atunci dacd, de exemplu xy < xq, ar trebui si avem yo = f(zo) < f(21) = Yo,
ceea ce este imposibil. Deci, pe segmentul [A, B] este definitd functia z = f~!(y) inversa
functiei y = f(x).

Aceastd functie, de asemenea este strict crescatoare. Tntr—adevir, fie y1,y2 € [A, B]
siy1 < yo. Notdm z; = f~ (y1) si 29 = f~(y2). Dacd vom admite cid x; > x5, atunci
vom avea f(x1) > f(x2) adica y; > ys, ceea ce contrazice faptul cd y; < yo. Deci functia
inversid x = f~!(y) este monotona si valorile ei umplu segmentul [a, b] i conform teoremei

despre continuitatea functiei monotone ea este continua pe [A, B]. [
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Exemplu. Functia y = sinz este continud si strict monotond pe segmentul [—g, g]
Imaginea acestui segment prin functia sinz este segmentul [—1,1]. Conform teoremei
demonstrate mai sus, pe segmentul [—1, 1] existd functia inversi x = arcsiny care este
strict crescatoare si continud pe acest segment.

Analogic ne convingem ca functia f(z) = arccosz este continud pe segmentul [—1, 1],

iar functiile f(x) = arctgz, f(z) = arcctg z sunt continue pe intervalul (—oo, +00).

Teorema 3.26. Fie f(x) o functie continud gi strict crescatoare pe intervalul (a,b) si fie

A= inf f(), B= suwp f()
336((1,1)) me(a,b)

unde in particular ar putea fi a, A = —o0, b, B = +o00. Atunci imaginea intervalului (a,b)

este intervalul (A, B) si functia x = f~1(y) inversd functiei y = f(x) este bijectiva, strict

crescatoare gi continud pe intervalul (A, B).

Remarcam cd in ipoteza teoremei s-ar putea de inlocuit termenul ,crescitoare” cu
termenul ,descrescatoare” i atunci in concluzie ar trebui de inlocuit intervalul (A, B) cu
intervalul (B, A).
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CONTINUITATEA UNOR CLASE DE FUNCTII



Capitolul 4

Calculul diferential al functiilor de o
variabila reala

4.1 Derivata functiei intr-un punct

4.1.1 Unele probleme care au condus la notiunea de derivata

Una din notiunile fundamentale ale analizei matematice i in fond ale intregii stiinte
este cea de derivata, atribuitd de opotriva lui Leibniz si Newton. Aceastd notiune mo-
deleaza ceea ce s-ar putea numi ,viteza de variatie” a unei functii, permite adancirea
studiului local si global al functiilor i in acelagi timp sta la baza formularii matematice a
numeroaselor legi ale fizicii. De altfel, Newton a introdus si a utilizat in mod sistematic
conceptul de derivatd anume in legatura cu studiul legilor mecanice. Au existat doua
probleme care au condus la descoperirea notiunii de derivatd: una fizicd — modelarea
matematicd a notiunii intuitive de vitezd a unui punct material, si alta geometrica —

problema despre trasarea tangentei la o curba plana.

Problema despre determinarea vitezei instantanee (momentane) a unui mo-
bil.

Fie ca un punct material se migca rectiliniu de-a lungul unei axe [, in directia pozitiva
a acestei axe gi fie ca functia s = s(t) exprima distanta parcursa de punctul material in
momentul ¢ de timp.

Fixdm un moment ¢y de timp, in acest moment punctul material se afla la distanta
s(to) de la origine. Si fie t = ty+ At un moment arbitrar de timp. In acest moment punctul
se afli la distanta s(t) = s(to+At) de la origine. In intervalul de timp (to, to+ At) punctul
material a parcurs o distanta

As(to) = s(t) — s(ty) = s(to + At) — s(to).

Daca migcarea punctului material ar fi fost uniforma, atunci viteza lui ar fi fost egala cu

As(ty)  s(to + At) — s(to)

At At

87
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AS(to)

medie a punctului material in intervalul de timp (to, to + At).

Daca miscarea nu este uniformé, atunci raportul nu este constant si exprima viteza
Practic nu exista migcari uniforme, dar in intervale foarte mici de timp ea tinde sd
devind uniforma, iar viteza medie respectiva tinde catre o caracteristicd a migcarii in
momentul exact de timp ¢y, care se numeste viteza instantanee sau momentand
AS(tQ) . S(to -+ At) — S(to)

v(te) = lim —3— = lim Af

in ipoteza ca aceasta limita exista.

Problema despre trasarea tangentei la o curba plana.

Fie v o curbi continud pe plan si fie A si A" doud puncte de pe curba . Dreapta S,
care trece prin punctele A gi A’ se numeste secantd a curbei v. Vom migca punctul A’
continuu de-a lungul curbei ~, apropiindu-1 de punctul A. In acest proces, secanta S se va
roti in jurul punctului A si se poate intampla ca ea sd tinda sa ocupe o anumita pozitie
pe deplin determinata a unei drepte care trece prin punctul A si pe care o vom nota cu
T. Daca aceasta are loc, atunci spunem ca curba « in punctul A are tangenta, iar dreapta
T o numim tangenta la + in punctul A.

Nu orice curba continua are tangenta in fiecare punct al siu.

Fie ca, curba « reprezinta graficul functiei y = f(z), = € (a,b). Fixam pe v un punct
A cu abscisa xo. i ddm lui ¢ o crestere suficient de mic Az, asa ca xg + Az € (a,b).
Notam cu A’ punctul de pe v cu abscisa xy + Az si ordonata f(xy + Ax). Secanta care
trece prin punctele A si A’ formeazi cu directia pozitiva a axei Oz un unghi 3, tangenta

caruia este egala cu

Ay f(wo+ Ax) — f(wo)
tgﬁ_A_x_ Az '

Daca Ax tinde la zero, atunci din continuitatea lui f rezulta ca gi Ay va tinde la zero, iar

punctul A’ se va apropia nelimitat de A. Se poate intampla (dar aceasta poate si s nu se

intample!) ci atunci cand Az — 0, raportul 2 va tinde la o anumits valoare limits &

Azx

3 k= lim 2 gy L@ 22~ f(%)
Az—0 AX Az—0 Az

In aceste conditii, unghiul 3 va tinde la un unghi « diferit de T Impreuni cu unghiul 3 si
secanta S va tinde sa ocupe pozitia bine determinata a tangentei 7" la curba ~ in punctul
A, care formeaza cu directia pozitiva a axei Ox unghiul a.

Agadar, daca exista limita finita

lim f(xo + Az) — f(x0)
Az—0 A.I

atunci curba v are tangenta in punctul cu abscisa x(, panta careia este egala cu valoarea

acestei limite.
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Observam ca ambele aceste probleme conduc la necesitatea efectuarii urmaitoarei
operatii: trebuie sd calculam limita de la raportul dintre cregterea functiei intr-un punct
citre cregterea argumentului, in conditia ca cregterea argumentului tinde la 0. Aceasta

operatie in matematica se numeste diferentiere, iar rezultatul ei se numeste derivatd.

4.1.2 Definitia derivatei functiei intr-un punct. Derivate laterale

Fie data o functie f(z) definitd intr-o anumitd vecinitate a punctului z( i fie z un
punct arbitrar din aceasta vecinatate.

Fie Az = x — xg cregterea argumentului. Ei ii corespunde cregterea functiei

Af(zg) = f(zo + Az) — f(x0).

Definitia 4.1. Fie f : U(xy) — R. Daca exista limita (finitd) a raportului dintre cregterea
functiei si cresterea argumentului , cand cresterea argumentului tinde la 0, adica exista
Af(xzo) flxo+ Ax) — f(xo) _ lim f(@) — f(xo)

lim ——— = lim
Az—0 Az Az—0 Ax z—0 T — Xp

atunci acestd limita se numeste derivata functiei f(x) #n punctul x si se noteaza cu unul

dintre simbolurile

d d :
P, IO ) ),
Agadar
o) = i A J;(;;O) - f(zo + AA@;Z — flzo) _ liny %ﬁifvo) _

Definitia 4.2. Fie f: U(zy) — R. Vom spune ca functia f(z) are in punctul =y derivatd
infinitd egala cu 400 (coresp. —oo) daca
Af(@o)

/ T Af(*ro)_ / . _
P = fim, S55 = o0 (cor. ) = fim, S53 = o),

Definitia 4.3. Fie f : U(xg) — R. Derivatele laterale ale functiei f(z) in punctul x se
definesc astfel

Plan+0) = fiten) = Jim ST coresp. a0 = ) = Jim SHE0.

Teorema 4.1. Fie f : U(xg) — R. Pentru ca in punctul xo sa existe deriata f'(xo)
a functiei f(z) este necesar si suficient ca in acest punct sa existe derivata la stinga si

derivata la dreapta a functiei f(x) si ca ele sd fie egale

f'(2o —0) = f'(xog +0) = f'(w0).
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Exemplu. Fie f(z) = x|z, x € R.
Daca zy > 0, atunci tindnd cont de faptul ca Ax — 0, putem considera ca xo+ Az > 0.
Astfel
fzo+ Az) — f(x0) = (w0 + Az)? — 23 = 220A7 + (Az)?

Deci
. Af(wo) 200Az + (Ax)?
lim ——— = lim
Axz—0 Ax Az—0 Ax
Daca zy < 0, atunci tindnd cont de faptul ca Ax — 0, putem considera ca xo+ Az < 0.

Astfel

= QIO = 2|(L’0|

fzo 4+ Az) — f(x0) = — (20 + Ax)? 4+ 22 = —200Az — (Ax)?.

b Af (o) 20 — (Aa)’
. Zo BT —2L0AT — X _ .
Alirilo Az Algilo Az = 20 = 2ol

Daca zg = 0, atunci
f(0+ Az) — f(0) = Az|Az| — 0 = Az|Az|.
Deci

lim A/ (o) = lim |Az| =0.

Az—0 Az Axz—0

In aga fel
Ve e R avem (z|z]) = 2|z|
Exercitiu. Aritati cd Vo € R : (23) = 322

Remarca. Definitia derivatei intr-un punct are un caracter local. Mai exact aceasta

inseamna urmatoarle: comportarea la limita a raportului

f(@) — (o) .

cand T — To
r — T

nu se va schimba, dacd pentru un 6 > 0 dat vom schimba valoarea functiei in exteriorul
d—vecinatatii punctului z.
4.1.3 Continuitatea functiei derivabile

Teorema 4.2. Dacad o functie f : U(xg) — R are derivata in punctul xo, atunci ea este

continud in acest punct.

Demonstratie. Conform ipotezei

3 w2/ (0)

Az—0 A.I’

= f'(o)-

Deci
Af (o)
Ax

= f'(zo) + a(Az), unde o«(Az)—0, cand Az — 0.
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De aici obtinem
Af(zo) = f(xo) - Az + a(Ax) - Ax = f'(x0) - Az + o(Ax) (Az — 0).

Deci

Az—0
ceea ce inseamnd ca functia f este continua in punctul xg.

]

Remarca. Afirmatia inversa nu este adevarata: Nu orice functie continua intr-un
punct are derivatid in acest punct.

Exemplu. Fie f(z) = |z|, x € R. Aceasta functie este continua pe R i in particular

in punctul o = 0. Dar

. Af(0) . —Ax
/ — P P e —
J0=0) A}cli%— Az Aalvli%_ Az !
si
. Af(0) . Ax
/ = e _— =
Fo+0)= A}clir%ﬁ Ar A}cli%"' Az L
Astfel

f(0=0)# f(0+0)
si deci nu exista derivata functiei date in punctul 0 desi functia este continud in acest
punct.

4.1.4 Exemple de calcul al derivatelor
1. Fie f(z) = C, C = const.
Af(z) = f(x+ Az) — f(x) =C - C =0,

deci
' =0.

2. Fie f(z) =2, ne N*, z € R,
Af(z) = flz+Az)— f(z) = (z+ Az —2) ((z+ Ax)" "+ (z+ Ax)" o+ +2"7) =
=Az- ((z+Az)" "+ (z+Az)" o+ 2"

Deci

. n_l n_z .« .. n_l
lim Af(x) _ lim Az ((x+Azx)" '+ (z+ Azx)" 2o+ + 2" ) _
Az—0  Ax Az—0 Ax

= lim ((z+Az)" '+ (z+Az)" ?z+-- +2"") =na" .

Az—0
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Astfel
Ve e R:(2") =n-2""neN-.
3. Fie f(z) =sinz, z € R.
A 22+ A
Af(z) = f(x + Az) — f(x) = sin(x + Azx) —sinz = 28111795 - oS %
Deci
5 i Ax 20 + Ax . Az
' Af(x) L SIHT - COS —2 L SIHT . 20 + Az B B
Jmy gy = dmy g = i Jimcos Ty = ooy = cona
2
Astfel
Vo € R: (sinz) = cosu.
Exercitiu. Ardtati cd Vo € R: (cosz)' = —sinz.
4. Fie f(z) =a", 2 € R,a>0,a # 1.
Af(z) = f(z+ Az) — f(z) = a™ —a" = a” - (a® — 1)
Deci ( A ) A
A e a1
Alu}crgo N Algilo Az - Algilo Ar lna.
Astfel

Ve eR: (a®) =a” - Ina.

In particular
Ve e R: (e") =e".

5. Fie f(z) =log, z, x € (0,400), a > 0,a # 1.

Aﬂ@:f@+A@—f@%“%Aﬂ+&ﬂ—b&x=b&xt%xzb&(b+%g.

Deci
log, (1+ 27
I (x) Y log, (1—1—%) ’ 1 % x 1 1 1
im = lim —/——272 = lim —- =_—.log e= )
Az—0 Az Az—0 Ax Az—0 I Ax x Ba rzlna
z
Astfel
1

I __
rlna

Vz € (0,+00) : (log, x)

In particular

1
Va € (0,400) : (Inx) = -
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4.1.5 Regulile de diferentiere de baza

Teorema 4.3. Fie functiile u : U(xzg) — R si v : U(xg) — R au derivatele u'(xy) si
corespunzator v'(xo) tn punctul xq. Atunci:
i) functia u + v are derivata tn punctul zo si

(u+v)'(z0) = u'(20) +V'(20);
ii) functia u- v are derivata tn punctul zo gi
(u - v) (o) = u'(20) - v(@o) + w(o) - v'(20);

u
i4i) daca v(xg) # 0, atunci funcfia — are derivata tn punctul zq gi
v

(E)’ (z0) = u'(wo)v(20) — u(xo)v’(xo)'

V(o)
Demonstratie. i dim lui 2y o crestere Axz. Functiile u gi v primesc respectiv cresterile
Au(zg) = u(zg + Ax) — u(xo), Av(zg) = v(zg + Ax) — v(x0).
i) Fie f(z) = (u+v)(x). Avem

Af(xg) = f(rot+Az)—f(x0) = u(xo+Ax)+v(zo+Ax)—(u(x0) + v(20)) = Au(z0)+AV(Z0).

Deci
. Af(xze) L. Au(xg) +Av(ze) L. Au(xg) . Av(z) ,
A AT A AR Ay T TRy ) )

ii) Fie f(x) = (u-v)(z). Avem
Af(xo) = f(zo+ Ax) — f(z0) = u(zo + A) - v(T0 + A) — () - V(T0) =

= (u(wo) + Au(xo))(v(0) + Av(wo)) — ulwo) - v(wo) =
= u(xg)v(wo) + u(xo)Av(xo) + v(20)AU(T0) + Au(T)Av(T0) — U(T0)V(T0) =
= u(zo)Av(zg) + v(xo) Au(zo) + Au(zo)Av(2)).

Deci
Af(zo) . ulzo)Av(zo) + v(w0) Au(ag) + Aulm0)Av(T0)
1 = lim =
Az—0 Az Az—0 Ax
B Au(xg) . Auv(x) . Au(zo) _
=l i Ty e T T Ay ) =

= (z0) - v(xg) + u(zo) - V' ().

Aici am observat ci

lim (Au(:vo)

Axz—0 Azx

: Av(;po)) = /() - 0 =0,
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deoarece functia v(x) avand derivata in xq este continud in acest punct i deci Av(zg) — 0,
cand Az — 0.

iii) Fie f(z) = @) Avem

B u(wo+Az)  ulwo)  ulwo) + Aulze)  ulzo)
Af(wo) = f(xo + Az) = flao) = v(xo + Ax) B v(zg)  v(zo) + Av(zo) a v(wg)

u(zo)v(xo) + v(zo) Au(xg) — u(xo)v(zo) — (o) Av(20)  V(T0)A(20) — U(T0)AV(Z0)

v(xo)(v(xg) + Av(zo))  w(wo) (v(mo) + Av(z))

Deci
lim Af(x0> — lim U(:CO)AU((L’O) - U(Io)AU(:{:O) _
Az—0 Az Az—0 Axv(l'o)(v(.ibo) + AU(:IZ‘O))

1 o ola Au(zo) ul(x Av(zg) _ u' (x0)v(xg) — u(xe)v'(20)
— v2(x0) AleO( (o) Az (o) Az > v%(z0) '

Exercitiu. Aratati ca

1

sin?x’

(tgz) = (ctgz) = —

cos? x’

4.2 Functii diferentiabile. Diferentiala functiei

4.2.1 Notiune de functie diferentiabila intr-un punct. Conditia
necesara si suficienta de diferentiabilitate a unei functii intr-

un punct

Fie f: U(zg) — R, zp € R.

Definitia 4.4. O functie f : U(zg) — R se numeste diferentiabila in punctul xq, daca
existd un numar real A € Rsi o functie o : U(zg) — R satisfacand conditia lim «a(z) =0

T—T0

astfel incat
flz) — f(xg) = A(x — x0) + a(z)(x — x0), V€ U(xg).

Sau, cu x — xg = Az,
flzo + Az) — f(zo) = AAzx + azg + Ax)Az, Vro+ Az € U(x),
sau, cu Ax = h

flxo+h)— fxg) =A-h+alxg+h)-h, Vrg+heU(x).
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Observam ca
a(zg + Azx) - Az = o(Ax), Az — 0.

Cu alte cuvinte, o functie f : U(zg) — R se numeste diferenfiabild in punctul zq, daca
pentru cregteri Ax suficient de mici ale argumentului, cresgterea

Af(zg) = f(zo + Az) — f(z0)

a functiei poate fi scrisi ca suméa a doi termeni, unul liniar in raport cu cregterea argu-

mentului Az, iar al doilea un infinit mic de ordin superior in raport cu Ax
Af(zg) = AAx + o(Azx), Az — 0.

Teorema 4.4. Pentru ca o functie f: U(zg) — R sa fie diferentiabila in punctul xq este

necesar st suficient ca f sa aiba derivata in acest punct.

Demonstratie. Necesitatea. Fie f : U(xg) — R este diferentiabild in punctul z(, atunci

conform definitiei avem
Af(xg) = AAx + o(Azx), Az — 0.

De aici obtinem

Af(zo) o(Ax)
A = A+ Ao Az — 0.
Trecem la limita in ultima egalitate cu Ax — 0 si obtinem
Afw) o olAd)
A Tar AT A T4
deci Af(xo)
/ 1 To)
)= =a, =4
Suficienta. Fie cad 3f'(z9) = A. Atunci conform definitiei derivatei functiei avem
. Af(x)
Algﬂo Ax A
si deci
Af (o)

Ay A+ a(Az), Az —0.

De aici obtinem
Af(xg) = AAzx + a(Azx) - Az, Az — 0.
Deci f este diferentiabila in punctul x;.

]

Din aceasta teoremi rezultd ca constanta A din definitia functiei diferentiabile este
intocmai derivata functiei f in punctul zy. Deci cresterea unei functii f diferentiabile

intr-un punct x, poate fi scrisa in forma

Af(xg) = f'(xo)Ax + o(Az), Az — 0.
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4.2.2 Notiune de diferentiala. Aplicatiile diferentialei la calcule

aproximative

Daca f este diferentiabild in punctul zy, atunci in cresterea ei putem evidentia doi
termeni: unul liniar in raport cu Az, care se numeste partea liniard principald a cresterii

functier si celalalt infinit mic in raport cu Ax.

Definitia 4.5. Daca functia f : U(zg) — R este diferentiabild in punctul xy, atunci
partea liniara principald din cresterea functiei, adica functia liniara

h— A-h, VheR,
se numeste diferentiala functiei f si se noteaza cu
df (zo), sau dfy,, sau dfy(h), sau df(zo;h).

Deci,
df (zo; h) = Ah = f'(x0)h,

sau, cu h = Ax

df (xg; Az) = f'(x0) - Az.
Observam ca functia f(z) = 2, © € R este diferentiabila in toate punctele z € R si
df (x; Ax) =1- Az,

deci diferentiala functiei identice este aceeasi in toate punctele si prin urmare putem folosi
notatia
dr = Ax.

Diferentiala functiei identice se numeste diferentiala variabilei independente.
Asadar, diferentiala unei functii f diferentiabile intr-un punct xy este

df (z0) = f'(20)du,

de aici vine notatia

f/(xo) = df;i())-

Pentru functia de o variabila reala notiunile de diferentiabilitate si derivabilitate sunt
echivalente si deci, daca funtiile v : U(xzg) — R gi v : U(xg) — R sunt diferentiabile in
punctul zp, atunci i funtiile v £ v, u-v i —, (in cazul cand v(zy) # 0) sunt diferentiabile
in punctul z( gi au loc formulele !

d(u £ v)(xo; dx) = du(xg, dr) £ dv(zg; dx),

d(uv)(xo; dx) = v(xo)du(xo; dz) + u(zo)dv(xo; dx),

g (%) (2: d) — v(wo)du(mo;d:i})z(—x:)(xo)dv(mo;dx).




4. CALCULUL DIFERENTIAL AL FUNCTIILOR DE O VARIABILA 97

Fie ca functia f : U(zg) — R este diferentiabild in punctul zg, atunci cregterea ei in
acest punct poate fi aproximata prin diferentiala ei in acest punct

Af(zo) =~ df (zo; dx),
adica
f(zo + Az) — f(z0) = f'(70) - Aw,
deci
flxo+ Az) ~ f(xo) + f'(x0) - Az.
Ultima foarmula se foloseste la calcularea aproximativa a valorilor functiilor.

Exemplu. De calculat aproximativ valoarea expresiei (9.14)% + 1/9.14.

Fie f(z) = 2* + /z. Daci consideram z = 9.14, atunci observam ca f(9.14) =
(9.14)2 ++/9.14. Pentru a calcula valoarea functiei in punctul z = 9.14 vom folosi formula
de mai sus. Fie 20 =9, atunci Ax =2 — 29 = 9.14 — 9 = 0.14. Avem

1 1 1 109
f(xo) = f(9) = 9249 = 84, f(x) = 2x—|—m, f'(9) = 2.94_% — 186 ==

Deci

109 109 - 0.7
F9.14) = 9.14% + VO LA 84+ — = - 0.14 = 84 4 —— ~ 84+ 25.433 = 109.433.

4.3 Sensul geometric si sensul fizic al derivatei si dife-

rentialei functiei de o variabila reala

4.3.1 Sensul geometric al derivatei functiei de o variabila reala.

Ecuatia tangentei la graficul functiei

Fie f: 1 — R, I C R, zyp € I. Din problema despre trasarea tangentei la graficul
unei functii, cunoagtem ci daca existd derivata finitd f’(xg), atunci in punctul cu abscisa

xr = xo putem trasa tangenta la graficul functiei i panta tangentei este

k= thé = f/(xo)a

aici a este unghiul pe care-1 foarmeazi tangenta cu directia pozitivd a axei Oz. In aga fel,
ecuatia tangentei dusa la graficul functiei y = f(x) in punctul (xo, f(zq)) este

y — f(xo) = f'(xo)(x — o),

adica

y = f'(zo)(x — o) + f(0).
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Daca f'(xg) # 0, adica tangenta nu este paraleli cu axa Oz, atunci normala dusi la
graficul functiei y = f(x) in punctul (zo, f(xq)) este definitd de ecuatia

1
y — f(wo) = —m(ﬂf — ),

sau
1
Y= _f/(ﬁfo) (ZE - xO) + f(170)
Exemplul 1. Scrieti ecuatiile tangentei si normalei duse la graficul functiei y = 23 -3z
in punctul cu abscisa g = —2. Panta tangentei este
k=f'(-2)=(@B2>=3)|,_,=9,  iar  f(-2)=-2

Ecuatia tangentei este
y=9(x+2) -2, adica y = 9z — 16.
Ecuatia normalei este

1
y:§(x+2)—2, adica y=g%*— 35

Exemplul 2. Fie f(z) = v/22. Domeniul de definitie al functiei este D; = R.

/ —
Observam ca in punctul o = 0 functia nu este derivabild, dar are derivatele laterale
infinite

f0) = —oc,  f1(0) = +o0.
Deci, in acest punct tangenta la graficul functiei este verticald.

Exemplul 3. Fie

sin x, daca x> 0.

72, dacd <0

Consideram xg = 0.

f2(0) = lim (Az)? —0, £.(0) = lim sin Az

= 1.
Az—0—- Azx Az—0+ Az

Deci in punctul cu abscisa xg = 0 nu exista tangenta la graficul functiei date, dar exista
tangentele laterale in acest punct, care formeaza un unghi, un asa punct se numegte punct
unghiular al graficului functiei.
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4.3.2 Sensul geometric al diferentialei functiei de o variabila reala

Fie f: I — R, I C R, zg € I o functie derivabila in zq si fie f'(xzy) # 0. Fie
A(zo, f(z0)), B(zo + Az, f(zo + Ax)) doud puncte de pe graficul acestei functii.
Cregterea functiei la trecerea” din punctul A in punctul B este

Notam cu C' punctul de intersectiei cu dreapta BD a tangentei dusa la graficul functiei

in punctul A. Avem
CD = AD -tga = Ax - f'(zo) = df (xo).

In aga fel, concludem ci diferentiala functiei f(z) tn punctul xo este egald cu cresterea
ordonatei punctului tangentei dusd la graficul functiei y = f(x) in punctul (zo, f(x0)) la

trecerea de la punctul cu abscisa xy la punctul cu abscisa xo + Ax.

4.3.3 Sensul fizic al derivatei si diferentialei functiei de o variabila
reala

Sensul fizic al derivatei. Fie ca un punct material se migca rectilinuu si legea migcarii

este definita de functia s = s(¢). Atunci viteza instantanee a punctului material in mo-

mentul de timp t = ¢, este
U(to) = S,(to).

Exemplu. Sa calculam viteza instantanee a unui automobil in momentul de timp
t =5 (ore) a cirui pozitie in momentul ¢ este determinata de functia s(t) = 3 — 4¢> + 10
(km).
Avem
v(5) =¢'(5) = (3> +8t)|,_,=3-5"+8-5=115 (km/h).

Sensul fizic al diferentialei. Asa cum
ds(to; At) = §'(to) - At = v(ty) - At

concludem ca ds(to; At) este distanta pe care ar fi parcurs-o punctul material in intervalul
de timp (o, to + At) dacd s-ar fi migcat cu vitezd constantd egald cu viteza instantanee in

momentul ¢g de timp.

4.4 Derivata functiei inverse

4.4.1 Existenta si calculul derivatei functiei inverse

Teorema 4.5. Dacd [ : I — R este o functie continud strict crescatoare (descrescatoare)
derivabila in punctul o € T cu f'(xo) # 0, atunci funclia inversi f~(y) are derivatd in
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punctul yo = f(zo) si are loc formula

(f ) (o) =

f'(0)

Pe scurt ultima formula se noteaza
1

/

Ly

Demonstratie. Fie imaginea intervalului I prin functia f este intervalul Y. Conform
teoremei despre existenta functiei inverse, pe intervalul Y exista si este continua functia
r = f~(y) inversd functiei y = f(z).

Fixdm x € [ §i ii dam o cregtere Az a.i. o+ Ax € I. Acestei cregteri ii corespunde
cresterea functiei

Ay = Af(wo) = f(zo + Ax) — f(20),
de aici
yo + Ay = f(xg + Ax) €Y,

s
A yo) = [T o+ Ay) = [ (yo) = [T (f(zo+Ax)) = 7 (f(w0)) = 2o+ Ar—29 = Au.

In plus, din continuitatea functiilor avem ci Az — 0 daci i numai daci Ay — 0. Si deci

lim Affl(yo) lim Ar lim ! lim ! 1
_— = _— = _ = 1 _—
Ay—0 Ay Ay—0 Ay Ay—0 % Az—0 % f'(o)
Az Az
Deci .
—1v/ _
(Y0 = s

4.4.2 Sensul geometric al derivatei functiei inverse

Fie ca au loc conditiile din Teorema . Dupa cum se cunoagte derivata f'(xg) este
egald cu panta tangentei, adicd cu tangenta unghiului o format cu directia pozitiva a
axei Ox de cdtre tangenta dusd la graficul functiei y = f(x) in punctul cu abscisa .
Dar functia inversa x = f~!(y) are acelasi grafic, doar ci variabila independentd pentru
ea este y si se depune pe axa Oy. De aceea derivata (f~1)(yo) este egald cu tangenta
unghiului § format cu directia pozitivd a axei Oy de catre aceeagi dreapta tangenta.

Astfel formula dedusd in Teorema [4.5] se reduce la relatia cunoscuti:

1
daca a4+ = E, atunci tgf = —.
2 tg o
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4.4.3 Calculul derivatelor functiilor trigonometrice inverse

_ T . g :
1. y =arcsinz, z € [-1,1],y € [—5, 5} . Functia inversi este x = siny.

, T T ;L
T, =cosy, pentru y€ (—5, 5) avem x, = cosy > 0.

Deci

( in )’ , 1 1 1 1
arcsinz) =y, = — = = = ,
e T,  cosy \/l—sin2y V1—a?

1
V1—a?

(arcsinzx) = x e (—1,1).

2. y = arccosz, x € [—1,1], y € [0, 7]. Functia inversa este = cosy.

z, = —siny, pentru y € (0,7) avem ), = —siny > 0.
Deci . ' ) )
(arccosz) =y = — = ——— = — = -,
Ty sy V1 —cos?y v1i—z
1
arccos ) = —————, x € (=1,1).
(arccos ) = =Ly, € (1)

T
3. y=arctgz, r € (—00,+), y € (—5, 5) . Functia inversa este x = tgy.

! L t € < T F) avem 1w, >0
o entru ——, = v .
Y cos?y’ P Y 272 4
Deci . . .
t ,: , = — = 2 pr— p— .
(arctg ) =/, P A e
1
(arctgr) = T2 ° € (—o0,+00).

4. y = arcctgx, x € (—00,4+00), y € (0, 7). Functia inversa este z = ctgy.

1
T, = ————, pentru yec (0,7) avem ) <O0.
sin® y

Deci . .
arcctgzr) =y, = — = —sin’y = — = — .
( 8r) = Ys ), Y 1+ ctg?y 1+ 2?

1
(arcctgz) = x € (—00,+00).

1422
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4.5 Derivata si diferentiala functiei compuse

4.5.1 Existenta si calculul derivatei functiei compuse

Teorema 4.6 (Regula lantului). Dacd functia v = u(x) are derivata in punctul zo, iar
functia y = f(u) are derivata in punctul ug = u(xg), atunci functia compusa y = f(u(x))

are deriata in punctul xo i are loc formula

y'(zo) = ['(uo) - u'(xo).
Ultima formula poate fi scrisa in formele

@:@d_u sau y/:f/.u/

dr  du dx v T
Cu alte cuvinte, derivata functiei compuse este egala cu produsul dintre derivata
functiei in raport cu variabila intermediara si derivata variabilei intermediare in raport

cu variabila independenta.

Demonstratie. Deoarece functia u = u(x) este derivabild in x( rezultd ci ea este definita
intr-o vecindtate U(zg) a acestui punct si

u
3 lim — = u'(xg).
dim, 3 =
Deoarece functia y = f(u) este derivabild in punctul ug = u(zg) rezulti ca ea este definita
intr-o vecindtate a punctului ug si deci are sens functia compusa f(u(x)) si putem pune
problema despre existenta si calculul derivatei ei in punctul xg.
Deoarece f(u) este derivabila in punctul ug, ea este si diferentiabild in acest punct si

Ay = f'(up) - Au+ a(Au) - Au, unde lim a(Au) =0. (4.1)

u—0

Vom considera «(0) = 0. Cu o astfel de conventie relatia ramane adevarata, iar
functia a(Au) devine continui pentru Au = 0. Ti ddm lui z¢ o crestere Az. Ea va implica
cresterea Au a functiei u = u(x) care la randul sdu va implica cregterea Ay a functiei
y = f(u) care se exprima prin Au dupa formula (4.1]).

Dar Ay este in acelagi timp cregterea functiei compuse y = f(u(z)) care corespunde
cresterii Ax a variabilei x in punctul x;.

Impartim egalitatea 1} la Az,

Ay , Au Au
-7 _ =2 Au) - —.
Ax f'(uo) Ar a(Au) Ar
Trecem la limitd in ultima egalitate cu Az — 0
. Ay , . Au . . Au
Ay 7 = Fl) - fimy 5+ fmge@u)- fimy X =
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= ['(uo) - u'(x0) + u'(wo) - lim a(Au) = f'(uo) - u'(wo).

Aici am folosit faptul ca atunci cand Az — 0, din continuitatea functiei v = u(z) avem

cd Au — 0 si deoarece o(Au) este continud in Au = 0 avem

lim a(Au) = lim a(Au) = «(0) = 0.

Ax—0 Au—0
In aga fel,
. A
Vo) = Jim, 5y = I (0) 2/l
Exemplul 1. (sin3z) = cos3x - (3z)" = 3 cos 3z.
Exemplul 2.
(tg®(2z — 5)) = 3tg®(2z — 5) - (tg(2z — b)) =

1 6
=3tg’(2z —5) ———— - (20 = 5) = ———tg*(2z — 5).
g (22 =5) cos?(2x — b) (22 —5) cos?(2x — b) g (22 =5)
Exemplul 3. Sa calculam derivata functiei y = chz.
/
r - 1 1 1
(chz)" = (%) =3 ((e”) + (7)) = 5 (" +e ™ (—x)) = 5 (e* —e ™) = shu.

Exercitii. Demonstrati formulele
(shz)" =chz, x€eR,

(th.fU)/ = E, T e ]R,

(cthr) = — zr € R*.

)
sh?z

4.5.2 Diferentiala functiei compuse. Invarianta formei ei

Daca functia u = u(z) are derivata in punctul zy, iar functia y = f(u) are derivata in
punctul uy = u(zg), atunci functia compusia y = f(u(x)) are derivata in punctul z; si are
loc formula

y'(z0) = f'(uo) - u'(z0).

Dar atunci diferentiala functiei compuse este
dy(zo; dv) = y'(z0) - dz = f'(uo) - u'(w0) - dx = f'(uo) - du(uo; dz).

Deci forma de inscriere a diferentialei functiei compuse nu depinde de aceea daca este u
variabild independentd sau la rdndul siu ea insasi este functie de o altd variabild. De
aceea formula

dy = f'(u)du

se numeste forma invariantd de inscriere a diferentialei functiei compuse.
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4.5.3 Diferentierea logaritmica

Sa studiem functia

Inz, daca x>0
f(z) =In[z| = {

In(—z), dacd =z <0.

Domeniul de definitie al ei este Dy =R\ {0}. Deoarece

(naf =1 (n(~2)) = - (~o)

obtinem

1
(el) =<, = #0.
x

Aplicand regula lantului avem

(] f@))) = - - £ = 2

!/

Definitia 4.6. Raportul ‘}}((x)) se numeste derivata logaritmica a functiei f(z).
x

Metoda diferentierii logaritmice consta in aceea cd mai intai se afla derivata logaritmica
si apoi se afla insasi derivata functiei dupa formula

fi(@) = (nlf(@)]) - f(2).
Exemplul 1. Fie f(x) = 2%, a € R. Avem

In|z% = a - In|x|,

deci f(x) = (m|f())) - flx) = - T -a°

(%) = ax® 1, a e R.

Exemplul 2. Fie

(.I' + 2)5 X 2sinac

- (14 a3)5
Avem
Infy] = 51nfe + 2|+ sinz -2 — - o1+ 7]
‘5 5 3a2
Z; x+2+cosa:-2—§-m7
deci
/ 5 5 3 (z + 2) - 2sine
y=<m+2cosx—§-1+x3). T

Exercitiu. Calculati derivata functiei y = x

COos T
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4.5.4 Derivarea functiilor definite parametric

Fie functiile z = z(t) si y = y(t) definite intr-o vecindtate a punctului ¢y si z(t) este
continua gi strict monotond. Atunci exista functia inversa ei t = t(x) si intr-o vecinatate
a punctului o = z(ty) are sens functia compusd y = y(t(z)), care se numesgte functie
definita parametric de formulele

v = a(t)
{ y=y(t), teU()
Teorema 4.7. Daca functiile v = x(t) si y = y(t) sunt derivabile tn punctul ty, adica
exista ' (to) si y'(to) si daca tn plus x'(ty) # 0, atunci functia definita parametric y =

y(t(x)) este derivabila in punctul xy = x(to) $i are loc formula

/ y/(t0>
y'(wo) = ' (to)’
sau pe scurt
oy

Intr-adevir, aplicand regula lantului si teorema despre derivata functiei inverse avem
1y
! = t X / — ! . t/ — / . — = —t

Exercitiu. Aflati ¥/ daci functia y este definitd parametric de ecuatiile

{ z(t) = e’ sint,

y(t) = €' cost.

4.5.5 Derivarea functiilor definite implicit

Fie cd functia y = y(x) este definitd implicit de ecuatia

F(z,y) =0.

Aici F(x,y(x)) este o functiei compusa si dacd exista derivata y/'(z) atunci ea poate fi
calculata derivand identitatea F'(z,y) = 0 in raport cu = dupd regula lantului.

Exemplu. Fie ci functia y(z) este definita implicit de ecuatia

22y + a2y — 13 =0.
Sa aflam derivata y'. Pentru aceasta derivim ecuatia datd tinand cont de faptul ca y este
functie de z. Avem
20 -y + 2?3ty +y+a-y =0,
de unde aflam
B2y’ + 2)y = —(2xy* + )

si deci
, 2y’ +y
3%yl
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4.6 Derivate si diferentiale de ordin superior

4.6.1 Definitia derivatelor de ordin superior

Definitia 4.7. Fie I C R un interval deschis si f : [ — R o functie a carei derivata exista
in fiecare punct din I. Dacd functia f'(x) este la randul sdu derivabild intr-un punct
o € I, atunci spunem ci functia f este de doud ori derivabili in x. In acest caz (f')'(zo)
se numeste derivata a doua a functiei f in zg §i se noteazd f”(zy). Deci

Pl =) s ) = 1 () )

Procedand prin recurenta, spunem ca functia f este de k ori derivabila in punctul g,

daca functia f*~Y(z) este derivabild in zo. Deci

k k—1
) = ) s The) = () )
Cand afirmam ca o functie f este de k ori derivabila intr-un punct zy subantelegem ca
f are toate derivatele pana la ordinul £ — 1 inclusiv, pe o vecinitate a lui x( si ca derivata
de ordinul &k — 1 este derivabild in xg.
O functie f se numeste infinit derivabild in xo daca ea admite derivate de orice ordin
in acest punct.
Functiile elementare sunt infinit derivabile in orice punct interior mul{imii lor de

definitie.

Definitia 4.8. O functie f : I — R se numeste continuu derivabila de k ori sau de clasa
C* pe intervalul I dacid f are toate derivatele pana la ordinul & pe I si derivata de ordinul
k este continua pe I.

Multimea functiilor de clasid C* pe intervalul I se noteaza C*(I).
Prin C°(I) = C(I) se infelege mul{imea functiilor continue pe I.
Prin C*°(I) se noteazd multimea functiilor infinit derivabile pe I.

Exemple.
i) Fie y = 22 + 32% + 1. S& calculdm 3. Avem

y/ — 8.%'3 + 6.7;, y// — (y/)/ — 24.%2 + 6, y/// — (y//)/ — 48x
ii) Fie y = a”. Pentru orice k € N* avem
(a®)® =a® - (Ina)*, zeR.

In particular
(em)®) = ¢v, r € R.



4. CALCULUL DIFERENTIAL AL FUNCTIILOR DE O VARIABILA 107

Exercitii. Demonstrati ca pentru orice x € R au loc formulele

™

(sinx)(k):sin<x+k~§), k=1,2,....

(cosx)(k):cos<x+k-g>, k=1,2,....

4.6.2 Derivatele de ordinul n ale sumei a doua functii si ale pro-
dusului a doua functii
Teorema 4.8. Daci u € C"(I) siv e C™(I), n € N*, atunci (u £ v) € C"(I) si are loc

formula
(u+v)™(z) = u™(z) £0v™W(z), Vzel.

Demonstratie. Demonstram teorema prin inductie.
Pentru n = 1 avem
(£ v) () = o (2) £ /().

ceea ce a fost demonstrat mai sus.
Admitem ca formula are loc pentru n = k, adica avem

(ut )P (z) = u®(z) £ 0P (2), Vel

Fie n = k 4+ 1. Conform definitiei derivatei de ordinul k + 1 avem

!/

(u 4 v)* D (z) = ((ut U)(k)) (r) = (u(k) (z) £ 0 (:c))/ = Y (2) £ o* D (1),

O

Teorema 4.9 (Formula lui Leibniz). Daci v € C™(I) si v € C™(I), n € N*, atunci
(u-v) e C™(I) st are loc formula

(u-v)™(z) = Z Crum=R ()™ (z), Vx eI
k=0

Demonstratie. Demonstram teorema prin inductie.
Pentru n = 1 avem
(u-v) =vuv+u,
ceea ce a fost demonstrat mai sus.

Admitem ca formula are loc pentru n = k.

Sa demonstram ca formula lui Leibniz are loc gi pentru n = k + 1. Avem

k=0
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_ Z C«?l]cu(n—k—&-l)v(k) + Z Csu(n—k)v(k-‘rl) _
k=0 k=0

= C% "Hv—i-C'l v+02 (n=1))(2) 4 —l—C’"'("—l—
—f-CO U + Ol n—1) (2) + . Og—lu/v(n) + Cguv(n-i-l) _
= u" ™y + (C° + CHUM' + (CF + CHu V@ oo (O™ + C™Y o™ 4w =
n+1

=™y + O uy + C2 L@ e O™ T = ZC'“ =Ry

Aici am folosit formula Ck Ly Ck C’k

Exemplu. Fie f(r) = 723, S4 se calculeze f(19(z).
Vom aplica formula lui Leibniz.

FAO(z) =22 . 3103 £ 1. 20 - 3% 4 45 - 2 333 = 3%3%(322 + 20z + 30).

Exercitiu. Fie f(z) = 2?sinz. Sa se calculeze f0 ().

4.6.3 Derivatele de ordin superior ale functiei compuse

Teorema 4.10. Dacd functia u = u(x) are derivata de ordinul doi in punctul xq $i functia
y = f(u) are derivata de ordinul doi in punctul ug = u(zg), atunci functia compusa

y = f(u(x)) are derivata de ordinul doi in punctul x¢ si are loc formula
" (o) = f"(uo) - (' (20))* + [ (uo) - u” (x0)-
Pe scurt aceasta formuld se scrie
Y = Yo - (U0)" + Yy - .

Demonstratie. Din existenta derivatelor u”(xg) si y”(uo) rezultd existenta primelor
derivate u/(z) si 4/(u) intr-o anumiti vecindtate a punctelor xq gi ug corespunzitor. Prin
urmare functiile u(x) si y(u) sunt continue in punctele xg si ug corespunzitor. Deci in

vecindtatea punctului zy are sens functia compusi y(u(z)). Avem

iar de aici obtinem

Yo = (Yo - ) = (Yo )l - U+ Yty - Uy = Yoy - (W) + 1 - Ul
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Exemplu. Si se demonstreze cd functia y = /22 — 22 satisface ecuatia y>-y” +1 = 0.

2\/u ¥

Fie u = 2x — z?, atunci o/ = 2 — 2z, v’ = —2. Avem y = /u si deci y,, =

1 .
N o= In asa fel

Yun dur/u’

f-¢+ﬂ=ﬂw@(—z%5~ﬂl—xf+§ézi—®>+1=

=—(1-2)l-u+l=-14+2r—2>-2r+2°+1=0.

4.6.4 Derivatele de ordin superior ale functiilor definite paramet-
ric

Fie functiile © = x(t) si y = y(¢) definite intr-o vecindtate a punctului ¢y si x(t) este
continua gi strict monotona. Intr-o vecinitate a punctului xy = x(ty) are sens functia

compusa y = y(t(x)), care se numegte functie definita parametric de formulele

x = xz(t),
y=y(t), teU(to).
Teorema 4.11. Daca functiile x = x(t) siy = y(t) sunt derivabile de doud ori in punctul

to, adica exista x” (to) siy” (to) $i daca in plus 2’ (to) # 0, atunci functia definita parametric

y = y(t(x)) este derivabild de doua ori tn punctul xo = x(ty) si are loc formula

y"(to) - '(to) — 2" (o) - y' (o)

! —
v @)
sau pe scurt
=
” @p

Demonstratie. Aplicind regula lantului si teorema despre derivata functiei parametrice

avel .
=y = (B = Wi — (at
e\ ), ()2
!
oyt — oty Y T oyl — allyl
N (@2 (@) ()P

Exercitiu. Aflati y” daca functia y este definitd parametric de ecuatiile

{ z(t) = e’ sint,

y(t) = e cost.
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4.6.5 Derivatele de ordin superior ale functiei inverse

Teorema 4.12. Daca [ : I — R este o functie continud strict crescdtoare (descrescatoare)
derivabild de doud ori in punctul xg € I cu f'(x¢) # 0, atunci functia inversa f~*(y) este
derivabild de doud ori in punctul yo = f(xo) $i are loc formula

B f// To
() ) = 20
(f' (o))
Pe scurt ultima formula se noteaza
"
Ty = — ?J;,m?).
' ()
Demonstratie. Conform Teoremei [£.5] avem
1
/
l’y = y_;:
Ca urmare
= (x)) = (i) = (i>, R 1 oy .i:_%_
e\, \v/. Y W) T (v2)?

]

4.6.6 Diferentialele de ordin superior ale unei functii. Nevalabi-
litatea invariantei formei diferentialei pentru diferentialele

de ordin superior

Definitia 4.9. Spunem ci o functie f : U(xg) — R este de doud ori diferentiabild in
punctul xo daca functia df (x; Ax) = f'(z)Az este diferentiabild in punctul zy oricare ar
fi Az € R.

Daca f este de doud ori diferentiabila in xy, atunci aplicatia

d? f(zo; Az) = d(df ) (zo; Ax) = d(f'(z)Ax)(z0; Az) = (f'(2)-Ax) (20)-Ax = f"(20)(Ax)?
se numeste diferenfiala a doua a functiei f in punctul zg.

Definitia 4.10. O functie [ : U(zg) — R este de k ori diferentiabila in punctul xo daca
diferentiala de ordinul £ — 1 a functiei f, adica

d" f(a; Ax) = fO7D (@) (Ax)*!

este diferentiabila in punctul z( oricare ar fi Ax € R.
In acest caz aplicatia

d* f (203 Az) = d(d* f)(wo; Az) = d(f ¢ (@) (Az)* ) (o; Ax) =
= (f* V(@) - (A2)* 1Y (20) - Az = f O (o) (Ax)*

se numeste diferenfiala de ordinul k a functiei f in punctul x,.
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Teorema 4.13. O functie f : U(xg) — R este de k ori diferentiabila in punctul xo daca

st numat daca f este de k ori derivabila in xg.

Deoarece Ax = dx, putem scrie
d* f(zg) = fO ()da.

Daca functia u = u(x) este diferentiabild de doua ori in punctul xg, iar functia y = f(u)
este diferentiabila de dou ori in punctul uy = u(xg), atunci functia compusa y = f(u(x))

este diferentiabila de doua ori in punctul xy si avem
d*y(zo; dz) = d(dy)(zo; dz) = d(y' (u) - v/ (z) - dz)(x0; dx) =

= " (ug) - (v (20))2dx? + o (ug) - u (z0)dx? = 3" (ug) (du(xo; dx))? + v (wo)d*u(zo; d).

Deci forma de inscriere a diferentialei de ordinul doi a functiei compuse nu poseda forma
invarianta de inscriere, adica depinde de aceea daca este u variabila independenta sau la
randul sau ea insagi este functie de o alta variabila.

Nici diferentialele de ordin & > 2 nu au aceasta proprietate. De exemplu, pentru
functii diferentiabile de trei ori, putem deduce formula

Py = " (u)du® + 3f" (u)du - d*u + f'(u)d>u.
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Capitolul 5

Teoremele de baza ale calculului

diferential

5.1 Teoremele de medie

5.1.1 Teorema Fermat

Fie f: 1 =R, I CR.

Definitia 5.1. Punctul xy € I se numeste punct de extrem local sau relativ al functiei f
daca existd o vecindtate U a lui z( astfel incat diferenta f(z) — f(zo) pastreazd semnul
constant pentru orice x € I N U. Daca:

f(z) — f(xg) <0, Vx € I NU, atunci xy se numegte punct de mazim local,

f(x) — f(xo) >0,V € I NU, atunci xy se numeste punct de minim local.

Daca diferenta f(x) — f(zo) pastreazi semnul constant pentru orice z € I, atunci
se numeste punct de extrem absolut sau global.

Remarca. Orice punct de extrem absolut este punct de extrem relativ. Reciproca nu
este adevarata.

Teorema 5.1 (Teorema lui Fermat). Fie f : [ — R, I C R gi xq un punct de extrem al

functiei f, interior lui I. Dacd functia f este derivabild in punctul xo, atunci f'(z¢) = 0.

Demonstratie. Fie cd punctul zy din interiorul intervalului I este un punct de maxim
local al functiei f, atunci exista o vecinatate U(xg) a lui xq astfel incat

Ve e U(zg) avem f(x) < f(xo).

Conform ipotezei exista derivata f’(xg),

f'(x0) = lim 10— lim f(xo + Ax) — f(xo)'

Az—0 Az Az—0 Ax

113
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Fie x = xo + Az, atunci daca Axr — 0 avem = — xq, adica

f'(z0) = lim flz) = f(wo) (5.1)

T—T0 T — 1’0 ’

si aceasta limita nu depinde de modul in care se apropie = de zp, din stanga sau din
dreapta. Dar pentru z < xg avem x — xo < 0 si

f(@) — (o)

>0 5.2
r—xy (5-2)

deoarece f(x) — f(xg) <0, Va e U(xg).

Pentru x > xg avem z — xy > 0 si

flz) = flao)

T — TIg

Trecand la limitd in inegalititile si cu z — x, tinand cont de obtinem
(o) = 0,
(o) < 0.

Ceea ce este posibil doar atunci cand f'(z() = 0.

<0. (5.3)

Sensul geometric al Teoremei Fermat:
In conditiile teoremei Fermat, tangenta dusi la graficul functiei y = f (x) in punctul
(xo, f(xo)) este paraleld cu axa Oz (deoarece tga = f'(xo) = 0).

Remarca. In demonstratia teoremei esential este faptul ca xy este un punct din
interiorul intervalului . Fara aceasta ipoteza, teorema nu mai este adevarata: daca functia
f definitd pe un segment atinge extremul siu in una din extremitatile segmentului, atunci

derivata functiei, daci exista, poate sa fie diferita de zero.

Exemplu.
Fie f:[0,1] = R, f(z) = 2. Avem

fmzn:f(()):()a fmaac:f(l)zla

dar f'(z) =1, Vz €]0,1], deci f'(0) = f'(1) =1#0.

Teorema lui Fermat este o conditie necesara de extrem.

Definitia 5.2. Un punct xy € I se numeste punct stationar al functiei f : I — R, dacd
f este derivabild in zq si f'(xo) = 0.

Teorema lui Fermat afirma ca punctele de extrem ale unei functii derivabile sunt puncte
stationare.
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5.1.2 Teorema Rolle

Teorema 5.2 (Teorema lui Rolle). Fie f : [a,b] — R. Daca:
(1) f este continud pe [a, ],
(2) f este derivabild pe (a,b),
(3) fa) = f(b),

atunci existd un punct ¢ € (a,b) astfel tncat f'(c) = 0.

Demonstratie. Functia f fiind continud pe segmentul [a, b], conform Teoremei lui Weier-
strass, atinge pe el valorile sale maxima M gi minima m. Sunt posibile doua cazuri:

1. M =m. In acest caz, f(z) = const si deci f'(z) =0, Vz € [a, D).

2. M > m. In acest caz cel putin unul dintre numerele M sau m este diferit de valoarea
comund f(a) = f(b). Fie de exemplu M # f(a). Atunci maximul functiei f pe segmentul
[a, b] se atinge intr-un punct ¢ € (a, b) si deci ¢ este un punct de extrem global pentru f
si conform Teoremei lui Fermat avem f’(c) = 0. Analogic analizam cazul cand m # f(a).

O

Sensul geometric al Teoremei Rolle:
Daca ordonatele extremitatilor curbei y = f(x) sunt egale, atunci pe curbi exista cel

putin un punct in care tangenta este paralela cu axa Oux.
Remarca 1. Toate cele trei conditii din ipoteza Teoremei lui Rolle sunt esentiale.

Exemplul 1. Fie f:[0,1] — R, f(z) = x — [z]. Functia f satisface conditiile (2) si
(3) din teorema, dar ea nu satisface conditia (1), asa cum f este discontinua in punctul
zo = 1. Observiam cd f'(z) = 1,Vz € (0,1) gi deci Teorema lui Rolle nu are loc.

Exemplul 2. Fie f: [-1,1] — R, f(z) = |z|. Functia [ satisface conditiile (1) si
(3) din teorema, dar ea nu satisface conditia (2), aga cum f nu este derivabild in punctul
zo = 0. Avem f'(z) = —1, dacd —1 < x < 0si f'(z) =1, dacd 0 < z < 1. Teorema lui
Rolle nu are loc.

Exemplul 3. Fie f: [0,1] — R, f(z) = x. Functia f satisface conditiile (1) gi (2) din
teoremd, dar ea nu satisface conditia (3). Avem f'(z) =1, Yz € [0, 1] si deci Teorema lui

Rolle nu are loc.

Remarca 2. Teorema lui Rolle afirma numai existenta punctului ¢ € (a,b), fara nici

0 precizare asupra unicitatii acestuia.

5.1.3 Teorema Lagrange

Teorema 5.3 (Teorema lui Lagrange). Fie f : [a,b] — R. Daca:
(1) f este continud pe [a,b],
(2) [ este derivabila pe (a,b),

atunci existd un punct ¢ € (a,b) astfel tncat

f(b) = fa) = f'(e)(b — a).
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Demonstratie. Si consideram o functie ajutatoare

si sa determinam valoarea parametrului A in aga fel incat functia F' sa satisfaca ipoteza
Teoremei lui Rolle. Observam ca primele doua conditii au loc pentru orice valoare A € R.
Avem

Fa) = f(a) = Aa,  F(b) = f(b) = Ab

si dacd cerem satisfacerea conditiei F'(a) = F'(b) gisim

f(b) — f(a)
A= b—a
In asa fel functia
e 70— f(a)
F(z) = fa) - 20 =20

satisface ipoteza Teoremei lui Rolle gi deci

Jec € (a,b) al. F'(c) =0,

dar
si deci
o = =1

Sensul geometric al Teoremei lui Lagrange:
f(b) = f(a)
b—a
axel Ox de catre coarda care unegte punctele A(a, f(a)) si B(b, f(b)) de pe graficul functiei

Marimea este egald cu tangenta unghiului format cu directia pozitiva a
y = f(z). Marimea f'(c) este tangenta unghiului format cu directia pozitiva a axei Ox
de ciitre tangenta dusi la graficul functiei y = f(z) in punctul cu abscisa c¢. Teorema lui
Lagrange afirmi, cd pe graficul functiei y = f(z) existd un punct C' in care tangenta la
curba respectiva este paralela cu coarda AB.

Remarca. Teorema lui Lagrange afirmd numai existenta punctului ¢ € (a,b), firad
nici o precizare asupra unicitatii acestuia.

Din Teorema lui Lagrange rezulta ca daca f : I — R este o functie derivabila pe I,
atunci oricare ar fi x1, 29 € I, 11 # 9, existd un punct & de forma & = x1 + 0(xy — x1),
cu f € (0,1), astfel incat

f(@r) = fa) = f/(§) - (21 — x2).
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In particular, dacd a,a+ h € I, avem
fla+h)=fla)+ (&) h, §=a+0h, 0€(01).

Teorema lui Lagrange se numegte prima teorema de medie a calculului diferential sau
teorema cresterilor finite.

Corolar. Daca f : I — R este o functie derivabild pe I C R gi f'(z) = 0 pe I, atunci
f este constanta pe I.

Intr-adevar oricare ar fi 2,22 € I, 21 = x5, exista un punct £ de forma

E=x1+0(xg — x1),
cu 0 € (0,1), astfel incat

f(z1) — flxe) = f/(&) - (x1 — x2) = 0.

Astfel f(x1) = f(x2), Va1, 29 € I §i deci functia f este constanta pe I.
De aici rezulta cd dacd f,g : I — R sunt derivabile pe I C R si f'(z) = ¢'(z) pe I,
atunci f si g difera printr-o constanta pe I.

5.1.4 Teorema Cauchy

Teorema 5.4 (Teorema lui Cauchy). Fie f,g: [a,b] — R. Daca:
(1) f este continud pe [a,b],
(2) f este derivabild pe (a,b),
(3) g'(x) # 0,z € (a,b),

atunci existd un punct ¢ € (a,b) astfel tncat

f) — fla) _ f(c)
g(b) —gla)  g'(c)

Demonstratie. Remarcam ca in conditiile teoremei avem g(a) # g(b), deoarece in caz

contrar aplicand la functia g Teorema lui Rolle, ar exista un punct ¢ € (a, b) a.i. ¢'(c) =0,
ceea ce contrazice conditia (3).

Sa consideram functia ajutatoare
F(z) = f(z) — Ag(x)

si sa determinam valoarea parametrului A in asa fel incat functia F' sa satisfaca ipoteza
Teoremei lui Rolle. Observam ca primele doua conditii au loc pentru orice valoare A € R.
Avem

Fa) = f(a) = Agla),  F(b) = f(b) — Ag(b)

si daca cerem satisfacerea conditiei F'(a) = F(b) gdsim
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In asa fel functia

satisface ipoteza Teoremei lui Rolle gi deci
e € (a,b) ad. F'(c) =0,

dar

si deci
f'(e) _ f(b) — f(a)
g'(c)  g(b) —gla)

Teorema lui Cauchy se numeste a doua teoremd de medie a calculului diferential.

Teorema 5.5 (Teorema lui Darboux). Daca functia [ este derivabila pe I, atunci
functia f' are proprietatea lui Darbouz pe I, adicd nu poate trece de la o valoare la alta

fard a trece prin toate valorile intermediare.

5.2 Ridicarea nedeterminarilor (regulile lui I’Hospital)

0
5.2.1 Ridicarea nedeterminarilor de forma 0

Teorema 5.6 (Regula lui 'Hospital). Fie f,g : [a,b] — R si 2y € [a,b]. Daca:
(1) f si g sunt derivabile pe (a,b) \ {zo} si continue in x,
(2) f(zo) =0, g(x) =0,

3) ¢'(x) # 0, intr-o vecindtate gauritd a lui xo,

) _

31 A
W3 e =N
atunci exista si limita lim @ st
=z ()

@) P
xlgr:rlo g(x) - mlﬂzo g’(x) A

Demonstratie. Pentru orice © € [a,b] functiile f si g satisfac ipoteza Teoremei lui

Cauchy pe segmentul cu extremitatile in punctele x i zy. Deci, existd un punct c, situat

intre x si x( astfel incat are loc egalitatea

f@) _ f@) ~ fla) _ Fle)

g(x)  glx) —g(xo)  g'(ca)
Daca © — xg, atunci ¢, — xq gi conform conditiei (4) exista limita

lim @ = lim fle) lim fie) =

e=w0 g(x)  a—wo g'(cp)  eamao g'(cr)
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Remarcam ca nu este necesar ca functiile f si g sa aiba derivata in insasi punctul xg.

In plus, observam ca aici se includ si cazurile cand A = —o0 gi A = +o00.
. . .. sinmz
Exemplu. Sa se calculeze limita lim .
z—12x — 2
sin rx 0 . TCOSTZT T
1m = |—=| = lm = ——.
z—12x — 2 0 z—1 2 2

Remarca. Daca functiile f gi g au derivate de ordin superior, care la randul sau

satisfac ipoteza teoremei de mai sus si de exemplu f'(zo) = ¢'(z9) = 0, atunci putem

fa)

aplica regula lui I’Hospital pentru catul

g'(z)
$2 _ 1
Exemplu. Sa se calculeze limita lim ——.
z—0cosx — 1
2 2 2 2
z© _ ] 0 Qre 0 T 2 2 x
lim - — |2 =i 22— 2] = 2t T
z—0cosz — 1 0 z—0 —sinx 0 z—0 cosT

Teorema 5.7 (Regula lui I’'Hospital). Fie f,g: (¢,+00) — R. Daca:
(1) f si g sunt derivabile pe (c,+00),
(2) lim f(z)=0, lim g(x)=0,
3) ¢'(x) #0, Vo € (¢, +0),

- f'(z)
31 =A
43,1, g'(x)
atunci existd st limita lim @ st
2= ()
/
lim @: lim f(z) =A

s g(z) e g'(a)

. . e 1 g .
Demonstratie. Efectuam schimbarea de variabila x = —. Daca ©* — +o0o atunci t — 0.

1 1
Intervalul (¢, +00) se aplicd pe intervalul <O, —) . Pe intervalul (0, —) au sens functiile
c c

compuse

= (@) G- () o= b)) ()

lime(t) = lim f(z) =0, limy(t) = lim g(z)=0.

t—0 r——+00 t—0 xr——00
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1

Asa cum ¢'(x) # 0, Vx € (¢, +00), avem ¢'(t) # 0, Vt € <O, —> . Astfel avem
c

Pt t t2) t) . flx)
tl—lgl+ P'(t) N t1—1>IOH+ e 1\ tl—lgi (1 - :cl—linoo g'(x) =A
I (5) ' (_t_2> g <¥>

t
Agadar, sunt satisfacute conditiile Teoremei si deci 3 lim+ % = ), dar
t—0
t
lim —('0( ) = lim _f(x) =\
ok (1) e g(a)
O
< o . m™—2arctgw
Exemplu. Sa se calculeze limita hrf —T
x
1
7w —2arctgxr |0 _21+x2 x?
lim ————=|-| = lim ———— =2 lim =2-1=2
T—~400 l T—~400 _i x—o0 | + 2
x x?

5.2.2 Ridicarea nedeterminarilor de forma x
00

Teorema 5.8 (Regula lui I’'Hospital). Fie date doua functii f si g. Daca
(1) f si g sunt diferengiabile intr-o vecindatate a punctului finit sau infinit xo (in par-
ticular, in vecindtatea din stanga sau din dreapta) cu exceptia posibila a punctului o,
(2) lim f(z) = oo, lim g(z) = oo,
(3) g’(xo) # (/), n vecmd;atea lui x,
() 3 tim L&)

o g @)’
atuncs

m L) gy L)
" o) o gla)

Inz

Exemplul 1. Fie o > 0. Sa se calculeze limita lir}ra —_—
r—+oo %

1
Inz oo = 1 1

lim — = — = lim I _—_— lim — =0.
z—too T 00 a—too @x®Tl @ a—too g

Deci, daca o > 0, atunci functia putere x® cregte mai repede decét functia logaritmica,

cand r — +o00.
o

Exemplul 2. Fie a > 0, a > 0, a # 1. S& se calculeze limita hIll :13_‘
T—+oo Q%
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a L ea—1 _ _ _ a—[a]-1
R I S ala—1)...(a—]a] =1z

= 0.
z—to0 ¥  a—+oo a% -lna  a—+oo a® - (Ina)ll+1

Deci, daca o > 0, atunci functia putere x® creste mai incet decat functia exponentiala,

cand r — +oo.

5.2.3 Ridicarea nedeterminirilor de formele co — 0o, 0- 00, 1%, 0,
0

oo,
In alte cazuri nedeterminate, asa ca:

oo —o00, 0-00, 1%, 0° "

nu exista reguli de tipul regulilor lui I'Hospital. Aceste cazuri, cu ajutorul transformarilor

. . . o0
echivalente, trebuie reduse la cazurile — sau —.
0 00
Exemplul 1. Si se calculeze limita lim 2 - e,
T—+00
3 2
. _ . 00 N . bx ) 6 6
lim 2%e ™ =0 00| = hm—:’—‘: lim = lim —= lim —=—=0.
x——+00 r—+o0 e* o0 r—+4o0 e* z—+oo e z—+o0 e o0

1
Exemplul 2. Sa se calculeze limita lim [ — — - .
a—1\Ilnxz Inzx

1 1-— 0 -1
lim (— — = oo — co| = lim x:—:hm—zlim(—x):—l.
—1\Inz Inz e—1 Inx 0] =»—1 1 2=
T
Exemplul 3. Sa se calculeze limita lirri g1
s nxT 1
lim 77 = |1°°] = lim T = Plime— 25 _ o1 -,
z—1 z—1 e
deoarece )
| 0 - 1
lim o2 =lim -+ = —lim- = —1
z—1]1 — g O r—1 — z—1

5.3 Formula lui Taylor

5.3.1 Formula lui Taylor pentru un polinom

Fie
P(x) = ap + a1z + agx® + -+ + a,2”, a, #0
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un polinom de grad n inscris dupa puterile lui x.
Polinomul P(z) poate fi scris dupa puterile diferentei © — xg, oricare ar fi zy € R.
Intr-adevir, fie t = x — 29, atunci z = t + z si deci

P(t+ x0) = ap + ai(t + z0) + ag(t +x0)* + -+ + an(t + )"

Ridicand termenii din membrul drept al ultimei egalitati la puterile respective gi grupand

termenii cu puterile egale ale lui ¢ vom obtine
P(t + 20) = by + byt + bot® + -+ + b,t™.
Revenind la variabila x, definitiv avem
P(x) = by + by (x — m0) + ba(x — 20)* + - - - + bz — 20)"™
Sa aflam coeficientii by, K = 0,1,...,n. Observam ca
P(z9) = bo.

Din
P'(z) = by + 2by(x — x0) + 3bs(x — 0)* + - -+ + nbp(z — 20)" !

aflim
Pl(l‘o) = bl.
Din
P'(z) = 2by + 3 - 2b3(x — x0) + -+ +n- (n— 1)by(z — 39)" >
aflim b
P"(z0) = 2by, de unde gisim by = 2(‘960)‘

Derivand consecutiv polinomul P(z) determindm

P(”)(azo)

PY(z)=n(n—-1)(n—2)...-1-b, =nlb,, de unde gisim b, = ‘
n!

In aga fel coeficientii polinomului se exprimé prin valorile polinomului si ale derivatelor

lui in punctul xg. Definitiv determinam

P )2 P
P(z) = P(zo) + ff‘)) (x — o) + ;;TO) (x = z0)* + -+ + %@: —x)". (5.4)
Formula (5.4) se numeste formula lui Taylor pentru polinom.
Daca zy = 0 obtinem formula lui Mac-Laurin
P'(0 P"(0 P™(0
P(x) = P(0) + ( )a:—i— ( )$2+---+ ( >3:” (5.5)

1! 2 n!
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5.3.2 Formula lui Taylor pentru functii de o variabila reala

Fie f : I — R o functie de n ori derivabila in punctul zq € I. Prin analogie cu formula
(5.4) putem alcdtui polinomul

(o)
1!

f(”)(xo)

n!

(z — zo) + fﬂgo) (x —20)” + -+ +

(x — x0)",

To(z) = f(x0) +

pe care il vom numi polinomul lui Taylor de gradul n al functiei f in punctul xg.
Notam
R.(x) = f(x) = Tp(x),z €1

si numim aceasta functie restul lui Taylor de ordinul n al functier f in punctul xg.
Din egalitatea de mai sus avem

f(x) =T, (z) + Ry(z), Vxel,

f(n) (o)

n!

flz) = f($0)+m(x—xo)+m(x_xo)2+. "

1! ol (x—20)"+Rn(x), Vzel.

(5.6)
Formula (5.6) se numeste formula lui Taylor de ordinul n a functiei f tn punctul .

Daca functia f(x) nu este un polinom, atunci R, (z) # 0. Deoarece

lim R,(z) =0,

T—T0o

pentru valori ale lui z suficient de apropiate de xg, polinomul T, (x) aproximeaza functia

f(x), adica f(x) = T,(x).

5.3.3 Forma lui Lagrange al restului lui Taylor

Vom considera in continuare ca functia f : I — R este de n + 1 ori derivabild pe I si

vom determina forma restului lui Taylor. Vom ciuta functia R, (z) in forma

Rn(x) =

)n+1

Y

M
CFS A

unde M = M(z) este o functie de variabild x care urmeaza a fi determinata.
Fixam in mod arbitrar un punct a # x in intervalul I gi notdm M (a) = M. Atunci

MO n+1
Rn(a) = (n T 1)' (CL — l’o) + .
Prin urmare,
' 4 (n)
fla) = e+ a0+ a4 0 ()" g™
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Cu scopul de a afla valoarea M, sa consideram o functie ajutatoare

f'(x0) f" (o)

M

™) () . _
(x — x0) —i—m(m‘—xo) )

n!

+

Prin inlocuire ne convingem ca
F(z9) =0, F(a)=0.

Functia F(z) ca diferenta dintre functia f(x) si un polinom este de asemenea derivabila
de n 4 1 ori pe intervalul /. Sa calculam aceste derivate.

(o ™) (¢ 1 0 n
Fe) = @) - (£ + 2520w -0y oot L0 oy 4 2000 ).

" 0 (n) Zo _2 0 -
F(w) = @)= ( P+ L a4+ L2 ey A ),

Observam ca
F(zo) = F(a) =0, F'(x9) =0, F"(x9) =0,... ,F(”)(mo) =0.

Functia F(x) satisface conditiile teoremei lui Rolle si deci intre punctele zg si a se va gasi
un punct & astfel incat F'(&) = 0.

Deoarece F'(x¢) = F'(&1) = 0, conform teotemei lui Rolle intre punctele zg si &, deci
intre punctele xg si a, se va gasi un punct & astfel incat F” (&) = 0.

Prelungind rationamentul concludem ca intre punctele xq si a exista un punct &, astfel
incat

FM(g,) =0,

Deoarece F(™(z9) = 0 si F™(&,) = 0 atunci intre pnctele xq si &,, deci si intre
punctele z( si @ exstd un punct &, astfel incat F™+)(¢) = 0.
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Dar Ft(€) = f0+D(¢) — My si deci My = £ (€). Inlocuind valoarea gisita
pentru My in (5.7) obtinem
(o)

fla) = f(I0)+T(G—I0)+

f//(l,o)
2!

)

f(n;('l'O) (a_xo)n+f(n+1) (6) (a—xo)”+1

(=20 ORI

(5.8)
unde ¢ este un punct dintre xg si a.

Deoarece a este un punct arbitrar al intervalului I in egalitatea (5.8) putem inlocui in
loc de a punctul arbitrar x al intervalului. Obtinem

f' (o) J" (o)
1! 2!

2 n f(n+1)(§) n+1
f(x) = fxo)+ (x—x)+ (x—m) "+ -+ (x—m)"+——(x—10)" ",
(n+1)!
(5.9)
unde ¢ este un punct dintre zg si x.

Egalitatea (5.9) se numeste formula lui Taylor cu restul lui Taylor in forma lui La-

grange,
FrE)
(n+1)!

unde & este un punct situat intre xg si . Punctul & poate fi inscris in forma

Ry(z) = )

(x — o

Y

E=x9+0(xr—x9), unde 0<6 <1,

deci
JO ) (20 4 0(z — x0))

n+1
(n+1)! '

Rn(x) =

(x — )

5.3.4 Forma lui Peano al restului lui Taylor

Sa determinam comportarea restului lui Taylor cdnd x tinde la xy. Sa admitem ca
functia f : I — R este de clasid C™ pe intervalul 7. Inlocuind in formula (5.9) n cu n — 1

obtinem

f'(x0)
1!

f//(x(])
2

f(z) = f(xo)+ (z—0)+ (z—10)*+- - ""—.(37—550) S+

Din continuitatea lui f((z) in punctul z, avem

r—x0 E—xg

deci putem scrie
") f™ (o)

ol +a(@),

unde lim a(z) = 0.

Tr—XT0

Dar atunci

a(z) - (x —x9)" = o((xz — x)").
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Definitiv obtinem

"2 ue: (n) T
F@) = flan)+ 0 ) 4 L0 oy L (- ),
' ’ ' (5.10)
aici restul lui Taylor are forma
R.(x) = o((x — zo)"). (5.11)

De fapt forma restului este necunoscuta, dar se stie ca el este un infinit mic de ordin n
in raport cu diferenta x — zy. Forma a restului lui Taylor a fost indicata de catre
matematicianul italian Giuseppe Peano (27.08.1858 — 20.04.1932).

Dacd in (5.10) vom inlocui * — xg cu Az si vom trece f(xg) in membrul stdng, vom
obtine formula

[ (o)

n!

Af(m) = f/(ffo)m + f”é,%) Az? 4 -+ Az" + o((Az)").

Daca 0 € I atunci putem lua zy = 0 si din (5.9) si (5.10) obtinem formulele lui
Mac-Laurin

’ 1" (n) (n+1)
/ " (n)
f(z) = f(0) + fl(!O)x—l— fQ(!O)x2 +- / n‘(O)x” + o(z").

5.3.5 Formula lui Taylor pentru unele functii elementare

Exemplul 1. Si dezvoltam in serie Mac-Laurent functia f(z) = e, 2 € R.

Deci functia e are dezvoltarea Mac-Laurin

P T S DA
e’ = J— _ J— P
123l n! " (n+1)!

xn+17

unde & =0z, 6 € (0,1).
Exemplul 2. Si dezvoltam in serie Mac-Laurent functia f(x) =sinz, z € R.

f(z) =sinx, f'(x) =cosz, f'(x) = —sinz, () = —cosz,

fW(z)=sinz,..., f™(z) =sin (g; +ng> ;

O = PO == 0 =0, )= (1),
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Deci functia sin z are dezvoltarea Mac-Laurin

5(73 ZES 2n—1 l,2n

1 — x —_— — — — s e _— nil ]
e TR T N S A o s R TR

unde & =0z, 6 € (0,1).
Exemplul 3. Functia f(z) = cosz, z € R are dezvoltarea Mac-Laurent

n 2k x?n—&-l

cosx = Z(—l)kék)' + n 1) cos(fx), 6 € (0,1).

k=0

Exemplul 4. Functia f(z) =1In(1+ ), z € (—1,400) are dezvoltarea Mac-Laurent

n k n+1

In(1 + ) = Z(_l)kil% T 1):(61 + 0)n

6 € (0,1).

Exemplul 5. Functia f(z) = (1 + 2)%, = € (—1,400), o € R, are dezvoltarea
Mac-Laurent

" —1)-(a—k+1
(1) =14 ale 1) k|(a Uy
k=1 ’

ala—1)---(a—n)
(n+1)!

2" 1+ 0z)* " 0€(0,1).

5.4 Rolul derivatei de ordinul I la studiul functiilor

5.4.1 Conditia suficientd de crestere (descrestere) a unei functii

Teorema 5.9. Daca functia [ este continua pe segmentul [a,b] si diferenctiabila pe in-
tervalul (a,b), atunci pentru ca functia f sa fie strict crescdtoare (corespunzator, strict

descrescatoare) pe intervalul (a,b) este suficient ca
f'(z) >0 (corespunzator f'(x) <O0),pentru toti x € (a,b).

Demonstratie. Fie cia f'(z) > 0, pentru toti « € (a,b). Sa fixdm in mod arbitrar dous
puncte a < x; < xs < b. Atunci pe segmentul [xq, 25| functia f satisface conditiile teoremei
Lagrange. Prin urmare, pe intervalul (x;, z5) existd un punct £ aga incat

f@2) = f(21) = f/(§) (22 — 11).

Deoarece xo — 1 > 0, iar conform ipotezei si f'(£) > 0, avem f(z2) — f(x1) > 0, adica

f(z1) < f(x2).

Astfel, pentru orice puncte z; < xo din intervalul (a,b) avem f(z1) < f(x2), ceea ce

inseamnd ca functia f este strict crescatoare pe intervalul (a,b).
]
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Remarca 1. Conditia f'(x) > 0 (corespunzator f’(z) < 0) nu este necesard pentru
cregterea (corespunzitor, descregterea) functiei f(z) pe intervalul dat.

De exemplu, functia f(z) = 23 este strict crescitoare pe tot intervalul (—oo, +00),
desi derivata ei f'(x) = 3z? se anuleazi in punctul z = 0.

Remarca 2. Daca o functie f este continud pe intervalul (a, b) si are derivata pozitiva
(corespunzitor negativd) pe acest interval, cu exceptia unui numadr finit de puncte in care
derivata se anuleazd sau nu existd, atunci functia f este strict crescitoare (corespunzitor,
strict descrescitoare) pe intervalul (a,b). Aceastd afirmatie reiese nemijlocit din teorema
de mai sus, aplicata pe fiecare interval component in care derivata functiei isi pastreaza
semnul.

Exemplu.

Aflati intervalele de monotonie ale functiei f(x) = ® — 5% + 52 + 1.

Observam ca functia f este definita pe R. Aflam derivata
f(z) = 5" — 202% + 1522
Determinam punctele in care derivata se anuleaza, rezolvand ecuatia f'(x) = 0.
5xt —202° + 1502 =0 < 2%(2® — 42+ 3) =0 & 2%(x — 1)(z — 3) = 0.

Deci 1 =0, 5 = 1, x5 = 3. Aceste puncte impart axa reald in 4 intervale. Pe intervalele
(—00,0), (0,1) si (3, +00) derivata f" este pozitivd, iar pe intervalul (1,3) derivata f’ este
negativd. Deci functia este crescitoare pe multimile (—oo, 1] i [3, 400), si descrescdtoare
pe [1,3].

5.4.2 Puncte de extrem, extremele functiei. Conditia necesara
de existenta a extremului unei functii. Puncte stationare.

Puncte critice
Sa reactualizam unele notiuni. Fie f: I — R, I C R.

Definitia 5.3. Punctul xg € I se numeste punct de extrem local sau relativ al functiei f
dacd existd o vecindtate U a lui x( astfel incat diferenta f(z) — f(zo) pastreaza semnul
constant pentru orice x € I N U. Daca:

f(z) — f(zo) <0, Vx € I NU, atunci xy se numeste punct de maxim local,

f(z) = f(zg) > 0, Vx € I N U, atunci xy se numeste punct de minim local.

Daca diferenta f(z) — f(zo) pastreazi semnul constant pentru orice x € I, atunci xg
se numeste punct de extrem absolut sau global.

Valoarea functiei f intr-un punct de extrem al sidu se numeste extremul functiei.

Remarca. Orice punct de extrem absolut este punct de extrem relativ. Reciproca nu
este adevarata.

Conditia necesara de existentd a punctului de extrem al unei functii este datda de

teorema lui Fermat.
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Teorema 5.10 (Teorema lui Fermat). Fie f : I — R, [ C R i o un punct de extrem
al functiei f, interior lui I. Dacd functia f este derivabila in punctul xo, atunci f'(zq) = 0.

Remarca 1. Egalitatea cu zero a derivatei functiei in punctul x( este numai o conditie
necesars de existen{d a extremului, nu gi suficientd. Asa, de exemplu, functia f(z) = 2*

are derivata egala cu zero in punctul zy = 0, dar in acest punct functia nu are extrem.

Definitia 5.4. Un punct zy € [ se numeste punct stationar al functiei f : I — R, daca
f este derivabild in zq si f'(x¢) = 0.

Remarca 2. O functie poate avea extrem gi in acele puncte in care derivata ei nu
exista sau este infinitd, in conditia ca functia este continua in aceste puncte.

Exemplu.

Functia f(z) = |z| este continuii pe R. In punctul 2o = 0 ea are un minim global,
f(0) =0, dar nu este derivabila in acest punct (f'(0—0) = —1, f(0+0) = 1).

Functia f(z) = V2 este definitd pe R si are in punctul zp = 0 un minim global,
£(0) = 0. In acest punct functia f nu este derivabila, dar

f(0=0)=—00, f(0+40)=+o0.

Definitia 5.5. Punctele in care derivata functiei f este egala cu zero, nu exista sau este

infinitd se numesc puncte critice ale functiei f.

Exemplu. Aflati punctele critice ale functiei f(z) = xv1 — 22, Dy = [—1,1].
Aflam derivata functiei
1 1 — 222
")=V1—-22+2 —m— - (—20) = —.
f'(@) T )=

Domeniul de definitie al derivatei Dy = (—1,1). Rezolvand ecuatia f'(z) = 0 aflam

V2 V2
TG = ———, To = —.

2 2
Derivatele laterale in punctele 3 = —1 si x4 = 1 sunt infinite, dar functia este definita in

punctele stationare

aceste puncte. Deci functia data are patru puncte critice

5.4.3 Conditiile suficiente de existenta a extremului local al unei
functii

Vom conveni sa spunem ca functia f(x) isi schimba semnul din minus in plus la trecerea
prin punctul zg, dacd f(x) < 0 in punctele z < xq suficient de apropiate de x si f(z) > 0
in punctele x > x( suficient de apropiate de z.

Vom conveni sa spunem ca functia f(z) isi schimba semnul din plus in minus la trecerea
prin punctul zy, daca f(x) > 0 in punctele x < z, suficient de apropiate de xq si f(x) <0
in punctele x > x( suficient de apropiate de x.
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Teorema 5.11 (Conditiile suficiente de existentd a punctului de extrem lo-
cal). Fie functia f(z) este continuda intr-o vecinatate U(zo) a punctului critic xo si este
diferentiabila peste tot in aceasta vecindatate cu exceptia posibild a punctului xo. Daca
derivata ei f'(x) la trecerea prin punctul xy isi schimbd semnul

i) din plus in minus, atunci xy este un punct de mazim pentru f;

i) din minus in plus, atunci xo este un punct de minim pentru f.

Demonstratie. Fie ca la trecerea prin punctul xy derivata f’(z) isi schimba semnul din
plus in minus. Fixdm in mod arbitrar un punct € U(zg). Aplicand teorema lui Lagrange,

gasim un punct & care se afla intre punctele x( si x astfel incat

f(@) = (o) = f/(&)(x — xo).

Daca = < x¢, atunci conform ipotezei f'(§) > 0 si deci

f(@) = f(zo) <0 = flz) < flxo).

Dacd x > z, atunci conform ipotezei f'(£) < 0 si deci

flz) = f(zo) <0 = flz) < flxo).

Prin urmare, peste tot in vecinatatea consideratd a punctului zy avem

f) < f(@o),

ceea ce inseamni ca punctul zg este un punct de maxim strict pentru f(z).
Analogic se examineaza si celalalt caz.

Exemplu. Aflati extremele functiei f(z) = (1 — 23)%
Functia data este definitd pe R. Aflim derivata

fl(x) =2(1 —2%) - (=32%) = —62%(1 — 2°).

Deci Dy = R. Rezolvam ecuatia f'(x) = 0 gi aflaim punctele stationare x; =0, xo = 1.
La trecerea prin punctul z; derivata f’ nu-si schimba semnul, deci 1 = 0 nu este
punct de extrem pentru f.
La trecerea prin punctul z, derivata f’ isi schimb# semnul din minus in plus, deci

x9 = 1 este punct de minim pentru f si fom = f(1) = 0.

5.4.4 Conditiile suficiente de existenta a extremului local al unei
functii exprimate prin derivate de ordin superior
Teorema 5.12. Fie ca functia f(x) este de clasa C™ intr-o vecindtate a punctului xg. Fie

ca

fl(we) = f'(wo) = ... = fO" V(o) =0, dar fO#£0,
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atunci, daca:
i) n este numdr par, atunci xy este punct de extrem pentru functia f(z) $i anume:
— punct de mazim, dacd ™ (zy) <0,
— punct de minim, dacd f (xq) > 0,
ii) n este numdr impar, alunci o nu este punct de extrem pentru functia f(z).

Demonstratie. Si dezvoltam functia f(z) dupa formula lui Taylor in punctul x,

/ " (n—1) (n)
f(LC) _ f(xo)‘i‘f (11|'0) (I—xg)—l—f é‘?’O) ($—$0)2+' Ce f(n - (11)‘(‘)) (l‘—SEQ)nil—i-f nl(g) (:L'—%O)n,
unde & este un punct situat intre x si xg.
Tinand cont de ipoteza teoremei, avem
(n)
£o) — o) = Lo — g

n!

Deoarece functia f(™(z) este continui in punctul x, existd o vecinitate U(zq) a acestui
punct in care derivata (x) pastreaza semnul constant, care coincide cu semnul valorii
f™(x0). Dacd vom considera x € U(xg), atunci semnul valorii f™(€) coincide cu semnul
i £ ().

Fie n este un numar par. Atunci pentru toti € U(xo)\{zo}, avem (z—x¢)" > 0. Prin
urmare diferencta f(x) — f(x¢) pastreaza semnul constant in aceasti vecindtate gaurita
si deci g este un punct de extrem pentru functia f(x). In plus,

—daci f™(z9) > 0, atunci f™(€) > 0, si deci f(z) — f(zo) > 0, ceea ce inseamni ca
xo este un punct de minim pentru f(z);

—daca f™(x¢) <0, atunci £ (&) < 0, si deci f(z) — f(z0) < 0, ceea ce inseamna ci
xo este un punct de maxim pentru f(z);

Fie n este un numdr impar. Atunci in vecindtatea U(zg) \ {zo}, expresia (x — x¢)"
nu pistreazd semnul constant (pentru x < xg, avem (x — )" < 0, iar pentru =z > xo,
avem (z — x)" > 0), de aceea nici diferenta f(x) — f(xy) nu pastreazd semnul constant

pe aceastd multime. Dar atunci, zy nu este punct de extrem pentru functia f(x).
O

Consecinti. In particular, daci o functie f(x) este continuu-diferentiabild de dous

ori intr-o vecinatate a punctului zq si daca
f'(xo) =0, dar  f"(zo) #0,
atunci zo este punct de maxim, daca f”(z) < 0 si este punct de minim, daca f”(zo) > 0.

Exemplu. Aflati extremele functiei f(z) = 2® — 322 — 9z + 2.
Avem Dy = R. Aflam

fla) = 32> =62 = 9 = 3(a + 1)(x — 3).
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Punctele stationare sunt z; = —1, 25 = 3. Aflim derivata de ordinul doi f”(z) = 6z — 6.
Deoarece

f'(=1)=-12<0, avem x;=—1 este punct de maxim, fp. = f(—1)=7;

f"(3)=12>0, avem x5 =3 este punct de minim, fui, = f(3) = —25.

5.4.5 Aflarea valorii celei mai mari si valorii celei mai mici ale

unei functii pe un segment

In practici adeseori se intalnesc probleme in care se cere de aflat valoarea cea mai
mare sau valoarea cea mai mica a unei functii f(x) pe un segment inchis [a,b]. Pentru
aceasta, in cazul cand functia f este diferentiabila, vom aplica urmatorul algoritm:

1) Calculam derivata f'(x) a functiei date.

2) Aflim punctele stationare, rezolvand ecuatia f'(x) = 0.

3) Calculam valorile functiei f in punctele stationare care se contin in acest segment.

4) Calculdm valorile functiei f la capetele segmentului.

5) Comparam valorile gésite gi aflam cea mai mare gi cea mai micd valoare a functiei
pe segmentul dat.

Exemplu. Sa se afle un numar, care fiind adunat cu patratul sdu da in rezultat suma
minima.

Solutie. Fie, x numarul cautat. Atunci suma dintre acest numaér si patratul lui este

S(z) =z + 2%
Aflam derivata S'(z) = 1 + 2z si din ecuatia S’(x) = 0 gasim punctul stationar z = —5
Deoarece S”(x) = 2 > 0 deducem ci = = —% este un punct de minim pentru functia
S(x). Deci, numarul ciutat este z = —3

5.5 Rolul derivatei de ordinul II in studiul functiilor de

o variabila reala

5.5.1 Convexitatea si concavitatea graficului unei functii. Puncte

de inflexiune

Fie ca functia f este definitd pe intervalul (a,b) si fie a < 27 < x5 < b. Prin punctele
A(xy, f(x1)) i B(xa, f(x2)) de pe graficul functiei f ducem o dreaptd [. Ecuatia acestei

drepte este
v—a1 _ y— fla)
ro—x1  f(x2) — f(21)
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sau de aici
f(@2) (@ —21) + flz1) (22 — @)

To — 7

Notdm cu [(x) expresia din membrul drept, atunci ecuatia acestei drepte se inscrie in
forma y = [(x). Evident ca l(z1) = f(z1) si l(z2) = f(22).

Definitia 5.6. Functia f se numeste conveza (corespunzitor concava) pe intervalul (a, b),
daca oricare ar fi punctele x1 si 22, a < 1 < x5 < b, pentru orice punct zy de pe intervalul

(1, x9) are loc inegalitatea

(corespunzitor

(o) > f(x0))- (5.13)

Geometric aceasta inseamna ca orice punct de pe coarda AB se afli nu mai sus (re-
spectiv nu mai jos) decat punctul de pe graficul functiei f corespunzitor aceleagi valori a

argumentului.

Definitia 5.7. Daci in loc de inegalititile (5.12)) si (5.13) au loc inegalitatile stricte

l(zo) < f(xo),

corespunzator
(o) > f(x0)

pentru orice zg, x1 §i w9 astfel incat a < x1 < ¢y < 22 < b, atunci functia f se numeste

strict convexd (corespunzitor strict concavd) pe intervalul (a,b)..

Definitia 5.8. Orice interval pe care o functie este (strict) convexi, corespunzator (strict)
concavi, se numeste interval de convexitate (strictd), corespunzator interval de concavitate

(strictd) pentru aceastd functie.

Definitia 5.9. Fie functia f definita intr-o vecinatate a punctului xy si continua in acest
punct. Punctul zy se numeste punct de inflexiune pentru functia f, dacd ea este in
acelagi timp capatul intervalului de convexitate stricta si capatul intervalului de concavi-
tate stricta.

In acest caz, punctul (zo, f(zo)) se numeste punct de infleziune pentru graficul functiei.

5.5.2 Conditia suficientd de convexitate (concavitate) strictd a
unei functii
Teorema 5.13. Fie [ o functie definita si diferentiabila de 2 ori pe intervalul (a,b). Daca

f" <0 pe (a,b), atunci functia f este strict convexd, iar daca f"(x) > 0 pe (a,b), atunci

functia f este strict concava pe acest interval.
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Demonstratie. Fie a < 21 < x < x5 < b. Atunci

) — fay = Ue2) = ) —20) = (F() = f ) (a2 =)

To — X1

La diferenta f(z9) — f(z) aplicdm teorema lui Lagrange, conform careea existd un punct
7 situat intre = si xo astfel incat

flag) = f(z) = f'(n)(w2 — 2).

La diferenta f(x) — f(z1) de asemenea aplicam teorema lui Lagrange, conform careea
exista un punct & intre xq si x astfel incat

f(@) = fa1) = [z — z1).

f'() (w2 — ) (@ — 1) — [/ (w2 — ) (@ — 1) (f'(n) = [(§)) (w2 — ) (2 — 1)

U(x)~ (x) = -

To — I Ty — Iy
unde 71 < <z <n < 9.
La diferenta f'(n) — f'(§) de asemenea aplicim teorema lui Lagrange, conform careea
existd un punct ¢ € (§,n) astfel incét

I(z) — f(z) = ") — &) (w2 — x)(x — xl)'

To — T

De aici observam cd daca f” < 0 pe (a,b), atunci in particular f”(¢) < 0 gi de aceea
[(z) < f(z). Prin urmare, functia f este strict convexa.
Daca insa, f” > 0 pe (a,b), atunci I(z) > f(z), iar functia f(z) este strict concavi pe
intervalul dat.
[

Exemplu. Fie f(z) = 2*, 2 € R. Deoarece f”(z) = 6z, deducem c& pentru = > 0,
avem f” > 0, iar pentru x < 0, avem f” < 0. Deci pe intervalul (—oo,0) functia data
este strict convexa, iar pe intervalul (0, +00) ea este strict concava. Punctul z = 0 este
in acelagi timp capatul intervalului de convexitate si al intervalului de concavitate, deci

acesta este un punct de inflexiune.

Remarca. Conditia de pastrare a semnului derivatei de ordinul 2 fiind suficientd
pentru convexitatea (sau concavitatea) strictd a functiei f nu este gi suficientd. Asa, de
exemplu, functia f(z) = z* este strict concavd pe toatd axa, insd derivata ei de ordinul
doi f"(x) = 122? se anuleaza in punctul z = 0.

5.5.3 Conditia necesara de existenta a punctului de inflexiune

Teorema 5.14 (Conditia necesari de existentd apunctului de inflexiune). Fie f
o functie definita i continuu diferentiavbila de doud ori pe intervalul (a,b). Dacd punctul
xo € (a,b) este punct de inflexiune pentru f, atunci f"(z) = 0.

I
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Demonstratie. Daca ar fi fost f”(zg) < 0, atunci din continuitatea derivatei de ordinul
doi, rezultd ci se va putea giisi o vecindtate a punctului zg in care f”(z) < 0 gi conform
Teoremei functia f ar fi fost strict convexa pe acest interval care contine in interiorul

sau punctul xg, ceea ce contrazice faptul ca zy este un punct de inflexiune pentru f.
m

Remarca. Punctele de inflexiune ale unei functii continuu diferentiabile de doud ori
cu exceptia posibila a unui numar finit de puncte, trebuie ciutate printre punctele in care

derivata de ordinul doi este egala cu zero sau nu exista.

5.5.4 Conditiile suficiente de existenta a punctului de inflexiune

Teorema 5.15. Fie f o functie continud pe intervalul (a,b) si derivabild de doud ori pe
acest interval, cu exceplia posibilda a punctului xo € (a,b). Daca la trecerea argumentului
prin punctul xqo derivata de ordinul doi isi schimbd semnul, atunct xo este un punct de

inflexiune pentru f.

Exemplu. Fie f(z) = 2%,z € R. Deoarece f"(z) = 6z si f” < 0, daci x < 0 i
f" >0, daca x > 0 deducem ci xy = 0 este punct de inflexiune.

Teorema 5.16. Dacd o functie f este diferentiabila de doud ori pe intervalul (a,b) si
derivata de ordinul doi pastreaza semnul constant pe (a,b) (prin urmare, intervalul (a,b)
este interval de converitalte sau concavitate strictd pentru funcfia f), atunci oricare ar
fi punctul xy € (a,b) toate punctele graficului functiei f pe acest interval se afla ori de
asupra ori sub tangenta dusa la grafic tn punctul (xo, f(zo)) cu exceplia acestui punct care
se afla pe graficul functies.

Teorema 5.17. Fie f"(xq) = 0 si f"(xo) # 0, atunci xo este un punct de inflexiune
pentru f. Dacay = L(x) este ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul (xo, (o)),
atunci la trecerea argumentului prin punctul xo diferenta f(x) — L(x) isi schimbd semnul.

5.5.5 Asimptotele graficului unei functii

Definitia 5.10. Fie f o functie definitd pentru x > a (sau pentru z < a). Vom numi
asimptotd a funciier f o aga dreapta pentru care distanta de la un punct de pe graficul
functiei f pana la aceastd dreapta tinde la zero, atunci cand punctul se indeparteaza
nelimitat de-a lungul curbei y = f(x) de la originea coordonatelor.

Existenta asimptotei unei functii inseamna ca atunci cand argumentul z — +oo (sau
r — —o0) functia se comporta aproape la fel ca o functie liniard, adicd se deosebegte de
o functie liniara infinit de putin.

Cu alte cuvinte, dreapta y = kx + b este asimptota oblica pentru functia f(x) cand
r — +oo dacd functia f(z) poate fi prezentata in forma

f(z) = kx 4+ b+ a(z),



136 5.5, ROLUL DERIVATEI DE ORDINUL II

unde hlil a(x) =0.

De aici afldm

b
f@) b o)
T T T

deci )

lim @: Iim £+ lim — 4+ lim M:/’f.

r—oo T—00 r—00 I r—oo I
Ac sadar,

k = lim ®7
T—00 €T

1ar

b= lim (f(x) — kz).

r—00

Daca k = 0, atunci asimptota se numeste orizontald.

Definitia 5.11. Dreapta z = xy se numeste asimptotd verticala a functiei f(z) daca

lim f(z) = oc.

Tr—XT0

2 _3x -2
Exemplu. Aflati asimptotele functiei f(z) = roorme

r+1
Deoarece
R i 1 )
lim ——— =00
z——1 r+1
deducem ca r = —1 este asimptota verticala pentru functia data.

Sa determindm daca functia are asimptota oblica sau orizontala. Pentru aceasta cal-

culam limitele

2 _ 2 _ _
k:hmwﬂ, b lim (32 Ny

Deci y = x — 4 este asimptota oblica a functiei date.

5.5.6 Planul studierii functiilor. Constructia graficului functiei

1. Aflati domeniul de definitie al functiei.

2. Studiati functia la continuitate.

3. Studiati functia la paritate/imparitate si periodicitate.
4. Daca este posibil, aflati zerourile functiei.

5. Aflati asimptotele graficului functiei gi limitele functiei la capetele domeniului de
definitie.

6. Aflati derivata functiei i domeniul de definitie al derivatei.

7. Aflati punctele critice in raport cu derivata de ordinul I.
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8. Aflati intervalele de monotonie ale functiei.

9. Aflati extremele functiei.
10. Aflati derivata de ordinul doi gi domeniul ei de definitie.
11. Aflati punctele critice in raport cu derivata de ordinul doi.
12. Aflati intervalele de convexitate si concavitate.
13. Aflati punctele de inflexiune.
14. Sistematizati datele in tabelul de variatie al functiei.
15. Schitati graficul functiei.

Exercitii. Studiati si schitati graficele functiilor date:

L. f(z) = V622 — 23;

2. f(x) = —2%+4z - 3;

3. f(x)=(z—1)>3(x+1)%
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