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Prefa�t�a

Cursul de fa�t�a ���si propune prezentarea no�tiunilor �si teoremelor de baz�a ale unit�a�tii de
curs Analiza Matematic�a I, prev�azut ��n planul de ��nv�a�t�am�ant pentru specialitatea 141.01
Matematica �si 141.02 Informatica din Universitatea de Stat ½Alecu Russo� din B�al�ti.

Expunerea presupune din partea cititorului cunoa�sterea cursului liceal de matematic�a.
Cursul de Analiz�a Matematic�a I se pred�a ��n semestrul I �si este o disciplin�a fundamental�a
pentru specialitatea nominalizat�a mai sus. El serve�ste drept fundament pentru disciplinele
Analiza matematic�a II �si Analiza matematic�a III �si pentru disciplinele de specialitate:
ecua�tii diferen�tiale, analiza func�tional�a, analiza complex�a, topologie, ecua�tii cu derivate
par�tiale, teoria probabilit�a�tilor.

Majoritatea teoremelor sunt ��nso�tite de demonstra�tii riguroase, menite s�a faciliteze
��n�telegerea �si aplicarea lor ulterioar�a. No�tiunile teoretice expuse sunt ��nso�tite de nu-
meroase exemple care au drept scop ilustrarea cazurilor tipice de aplicare a rezultatelor
teoretice.

Din motivul c�a rezultatele prezentate ��n aceast�a lucrare sunt clasice (noutatea �ind
��n aranjamentul lor) nu am explicat sursa �ec�arui subiect, referin�tele �ind adunate la
sf�ar�sit. �In nici un caz lipsa referin�telor bibliogra�ce ��n text nu implic�a vreo preten�tie de
originalitatea din partea autorului.

9



10



Capitolul 1

Introducere

1.1 Obiectul Analizei matematice. Mul�timi

1.1.1 Obiectul Analizei matematice

Analiza matematic�a este un domeniu al matematicii ��n care func�tiile �si generaliz�arile
lor sunt studiate folosind metoda limitelor. No�tiunea de limit�a este str�ans legat�a de
no�tiunea de m�arime in�nit mic�a, de aceea putem spune c�a Analiza matematic�a studiaz�a
func�tiile folosind metoda in�nit micilor.

Obiectul de studiu ��n Analiza matematic�a clasic�a este func�tia.
Analiza matematic�a, ��n sensul larg al acestui termen, cuprinde un domeniu vast al

matematicii care include: calculul diferen�tial, calculul integral, teoria func�tiilor de vari-
abil�a real�a, teoria func�tiilor de variabil�a complex�a, teoria aproxima�tiilor, teoria ecua�tiilor
diferen�tiale ordinare, teoria ecua�tiilor diferen�tiale cu derivate par�tiale, teoria ecua�tiilor in-
tegrale, geometria diferen�tial�a, calculul varia�tional, analiza func�tional�a �si alte discipline.

Totu�si, termenul Analiza matematic�a, de cele mai dese ori se folose�ste pentru a denumi
doar Bazele Analizei matematice, care cuprind teoria numerelor reale, teoria limitelor, teo-
ria seriilor, calculul diferen�tial �si integral, teoria func�tiilor implicite, serii Fourier, integrale
Fourier.

1.1.2 Simboluri logice. Mul�timi �nite �si in�nite

Textul matematic const�a din formule matematice �si textul propriu-zis pentru care
se folose�ste limba matern�a. Anumite ��mbin�ari de cuvinte, frecvent ��nt�alnite au nota�tii
speciale.

Pe viitor vom folosi frecvent urm�atorii operatori logici:
1) nega�tia, notat�a cu non sau e, ��n limbaj uzual citim nu;

2) conjunc�tia, notat�a cu ∧, ��n limbaj uzual citim �si;

3) disjunc�tia, notat�a cu ∨, ��n limbaj uzual citim sau;

11



12 1.1. MUL�TIMI

4) implica�tia, notat�a cu⇒,��n limbaj uzual citim rezult�a c�a, implic�a; iar nota�tia A⇒ B

se cite�ste dac�a A, atunci B;

5) echivalen�ta, notat�a cu ⇔, ��n limbaj uzual citim atunci �si numai atunci sau dac�a �si

numai dac�a.
�In afar�a de ace�sti operatori logici, ��n cele ce urmeaz�a, vom folosi �si cuanti�catorii:
1) cuanti�catorul universal, notat ∀, ��n limbaj uzual citim pentru orice sau pentru

�ecare, sau pentru to�ti (acest semn reprezint�a prima liter�a ½r�asturnat�a� a cuv�antului
englez All);

2) cuanti�catorul existen�tial, notat ∃,��n limbaj uzual citim exist�a (acest semn reprezint�a
prima liter�a ½r�asturnat�a� a cuv�antului englez Exist).

Nota�tia ∃! se cite�ste exist�a un singur, iar ��mbinarea de cuvinte astfel ��nc�at se va
abrevia cu a.��.

½Meritul nemuritor al lui Georg Cantor este acela de a se � hazardat ��n dome-

niul in�nitului f�ar�a a se teme de lupta, interioar�a sau extern�a, nu numai

cu paradoxurile imaginare, cu prejudec�a�tile larg r�asp�andite, cu sentin�tele �lo-

zo�lor, dar �si cu opiniile exprimate de mari matematicieni. �In acest mod el a

creat un nou domeniu � teoria mul�timilor.� F. Hausdor�

Conceptul de mul�time este unul de baz�a��n matematic�a. Toate obiectele matematice se
reduc, ��n ultima instan�t�a, la acest concept. Intuitiv se poate spune c�a o mul�time este: ½o
colec�tie de obiecte de natur�a oarecare, bine determinate �si bine distincte � (Georg Cantor
(1845 � 1918), creatorul teoriei mul�timilor, matematician german).

Cuvintele colec�tie, familie �si clas�a vor � sinonime cu mul�time.

Obiectele care alc�atuiesc mul�timea se numesc elementele sau punctele mul�timii.
Fie A o mul�time. Scriem x ∈ A dac�a x este un element al mul�timii A; ��n caz contrar

x /∈ A.
Unele mul�timi pot � descrise enumer�and elementele lor. Astfel {x1, x2, . . . , xn} este

mul�timea ale c�arei elemente sunt x1, x2, . . . , xn; {x} este mul�timea al c�arei singur element
este x. De regul�a, mul�timile sunt descrise prin propriet�a�tile lor. Scriem

A = {x : P (x)} sau A = {x | P (x)}

pentru mul�timea tuturor elementelor x care au proprietatea P.

Exerci�tii.
1. Enum�ara�ti elementele mul�timii {x ∈ Z | ∃y ∈ Z : |x|+ |y| = 2}.
2. Sunt oare adev�arate urm�atoarele a�rma�tii:
a) ∀a ∈ Z, ∃x ∈ N a.��. x2 + ax = 0,

b) ∀a ∈ Z, ∃x ∈ Z a.��. x2 + ax = 0?
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O mul�time care con�tine un num�ar �nit de elemente se nume�ste �nit�a, iar��n caz contrar,
in�nit�a.

Mul�timea care nu are nici un element se nume�ste vid�a �si se noteaz�a ∅.
O mul�time A se nume�ste submul�time a mul�timii B dac�a �ecare element al mul�timii A

este �si element al mul�timii B, adic�a

x ∈ A ⇒ x ∈ B.

Se noteaz�a A ⊂ B sau B ⊃ A.

Convenim c�a pentru orice mul�time A avem ∅ ⊂ A.

1.1.3 Opera�tii cu mul�timi

De�ni�tia 1.1. Mul�timile A �si B se numesc egale dac�a A ⊂ B �si B ⊂ A. Se noteaz�a
A = B.

De�ni�tia 1.2. Se nume�ste reuniunea mul�timilor A �si B,mul�timea C, care const�a din acele
elemente care-i apar�tin cel pu�tin uneia din mul�timile A sau B. Se noteaz�a C = A ∪B.

Astfel A ∪B = {x | x ∈ A sau x ∈ B}.

De�ni�tia 1.3. Se nume�ste intersec�tia mul�timilor A �si B, mul�timea D, care const�a din
acele elemente care-i apar�tin �si lui A �si lui B. Se noteaz�a D = A ∩B.

Astfel A ∩B = {x | x ∈ A �si x ∈ B}.

De�ni�tia 1.4. Se nume�ste diferen�ta mul�timilor A �si B, mul�timea E, care const�a din
elementele lui A care nu sunt elemente ale lui B. Se noteaz�a E = A \B.

Astfel A \B = {x | x ∈ A �si x /∈ B}.

De�ni�tia 1.5. Dou�a mul�timi A �si B care nu au elemente comune (adic�a A ∩ B = ∅) se
numesc disjuncte.

Propozi�tia 1.1. Fie mul�timile A, B �si C. Atunci avem:
1) proprietatea de idempoten�t�a:

A ∩ A = A ∪ A = A.

2) proprietatea de comutativitate:

A ∩B = B ∩ A

�si
A ∪B = B ∪ A.

3) proprietatea de asociativitate:

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)
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�si
(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C).

4) proprietatea de distributivitate:

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

�si
A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Observa�tie. Analog se de�nesc mul�timile

A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An

�si
A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An.

Mai general, �ind dat�a o familie de mul�timi Ai, cu i ∈ I, unde I este o mul�time arbitrar�a
de indici, putem considera

∩
i∈I
Ai,

mul�timea tuturor elementelor care apar�tin tuturor mul�timilor Ai �si

∪
i∈I
Ai,

mul�timea tuturor elementelor care apar�tin cel pu�tin unei mul�timi Ai.

Propozi�tia 1.2 (Legile lui De Morgan). Pentru trei mul�timi A,B �si C avem:

A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C)

�si
A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C).

De�ni�tia 1.6. Se nume�ste diferen�ta simetric�a a mul�timilor A �si B, mul�timea F, ele-
mentele c�areia ��i apar�tin lui A, dar nu-i apar�tin lui B �si-i apar�tin lui B, dar nu-i apar�tin
lui A. Se noteaz�a F = A4B.

Deci A4B = {x | x ∈ A �si x /∈ B sau x ∈ B �si x /∈ A}.

De�ni�tia 1.7. Fie X o mul�time �si A o submul�time a lui X. Submul�timea lui X format�a
din acele elemente ce nu apar�tin lui A se nume�ste complementara lui A ��n raport cu X.

Se noteaz�a CXA.

Deci CXA = {x ∈ X | x /∈ A}.

De�ni�tia 1.8. Fie A �si B dou�a mul�timi. Mul�timea ale c�arei elemente sunt toate perechile
ordonate (a, b), cu a ∈ A �si b ∈ B se nume�ste produsul cartezian al mul�timilor A �si B (��n
aceast�a ordine). Se noteaz�a A×B.
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Deci A×B = {(a, b) | a ∈ A �si b ∈ B}.
Observa�tie.

(a, b) = (a′, b′) ⇐⇒ a = a′ �si b = b′.

Exerci�tii.
A�a�ti mul�timile A ∪B, A ∩B, A \B, B \ A, A4B, dac�a
a) A = {x ∈ R : x2 − 3x < 0}, B = {x ∈ R : x2 − 4x+ 3 ≥ 0};

b) A = {x ∈ R : |x− 1| < 2}, B = {x ∈ R : |x− 1|+ |x− 2| < 3}.

1.1.4 Rela�tii binare. Rela�tia de ordine. Rela�tia de echivalen�t�a

Fie dat�a o mul�time nevid�a A.

De�ni�tia 1.9. Se nume�ste rela�tie binar�a de�nit�a pe mul�timea nevid�a A o submul�time
nevid�a R a produsului cartezian A× A.

Dac�a (x, y) ∈ R vom scrie xR y �si vom citi: x se a��a ��n rela�tia R cu y.
O rela�tie binar�a R pe o mul�time nevid�a A se nume�ste:
� re�exiv�a, dac�a xRx, pentru orice x ∈ A;

� simetric�a, dac�a xR y ⇒ yR x, pentru orice x, y ∈ A;

� antisimetric�a, dac�a (xR y �si yRx) ⇒ x = y, pentru orice x, y ∈ A;

� tranzitiv�a, dac�a (xR y �si yR z) ⇒ xR z, pentru orice x, y, z ∈ A.

De�ni�tia 1.10. O rela�tie binar�a pe mul�timea nevid�a A se nume�ste rela�tie de ordine pe

A, dac�a ea este re�exiv�a, tranzitiv�a �si antisimetric�a.

Observa�tie. De multe ori rela�tia de ordine R se noteaz�a prin ≤ . Astfel, xR y se scrie
sub forma x ≤ y.

De�ni�tia 1.11. Un cuplu (A,≤), unde A este o mul�time nevid�a, iar ≤ este o rela�tie de
ordine pe A se nume�ste mul�time ordonat�a.

De�ni�tia 1.12. Mu�timea ordonat�a (A,≤), se nume�ste total ordonat�a dac�a pentru orice
x, y ∈ A avem x ≤ y sau y ≤ x (adic�a orice dou�a elemente sunt comparabile).

De�ni�tia 1.13. O rela�tie R pe o mul�time nevid�a A se nume�ste rela�tie de echivalen�t�a

dac�a este re�exiv�a, simetric�a �si tranzitiv�a.

Observa�tie. De multe ori rela�tia de echivalen�t�a R se noteaz�a prin ∼ . Astfel xR y se
scrie sub forma x ∼ y.

De�ni�tia 1.14. Fie ∼ o rela�tie de echivalen�t�a pe A �si x ∈ A. Mul�timea

x̂ = {y ∈ A | x ∼ y}

se nume�ste clasa de echivalen�t�a a lui x.
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Observa�tie. Fie ∼ o rela�tie de echivalen�t�a pe A �si x, y ∈ A. Atunci x̂ = ŷ sau
x̂ ∩ ŷ = ∅.

De�ni�tia 1.15. Fie ∼ o rela�tie de echivalen�t�a pe A. Mul�timea

{x̂ | x ∈ A},

notat�a A/ ∼, se nume�ste mul�timea c�at (sau factor) a lui A generat�a de ∼ .

De�ni�tia 1.16. Fie ∼ o rela�tie de echivalen�t�a pe A. Func�tia

p : A→ A/ ∼,

dat�a de p(x) = x̂, pentru orice x ∈ A, se nume�ste surjec�tia canonic�a generat�a de ∼ .

1.2 No�tiune general�a de func�tie

1.2.1 No�tiune de func�tie. Diferite moduri de de�nire a func�tiei.

Gra�cul func�tiei

Pentru matematicienii de acum un secol �si jum�atate, cuv�antul func�tie ��nsemna, ��n mod
obi�snuit, o formul�a, ca de exemplu

f(x) = x3 + 2x− 5,

care asocia oric�arui num�ar real un alt num�ar real.
Faptul c�a anumite formule, ca de exemplu

f(x) =
√
x− 3,

nu asociau numere reale oric�arui num�ar real, era binecunoscut, dar nu era considerat ca
un motiv destul de solid pentru a extinde no�tiunea de func�tie.

�Intrebarea dac�a asocierea
f(x) = |x|

este o ½func�tie�, a n�ascut controverse la acel timp, deoarece, ��n de�nitiv, de�ni�tia lui |x|
este dat�a ½pe buc�a�ti�, anume

|x| =

{
x, dac�a x ≥ 0

−x, dac�a x < 0.

Pe m�asur�a ce matematica s-a dezvoltat, a devenit din ce ��n ce mai clar c�a cerin�ta ca
o func�tie s�a �e dat�a printr-o formul�a este foarte restrictiv�a �si c�a o de�ni�tie mai general�a
este necesar�a.

Iat�a o de�ni�tie ½provizorie� a no�tiunii de func�tie:
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De�ni�tia 1.17. Fie X �si Y dou�a mul�timi. Vom numi o func�tie f de la mul�timea X la

mul�timea Y o lege de coresponden�t�a conform c�areia �ec�arui element x ∈ X i se asociaz�a
un unic element y ∈ Y.

Termenii func�tie, aplica�tie, operator, coresponden�t�a, transformare sau reprezentare

sunt sinonime.
S�a observ�am c�a de�ni�tia func�tiei de mai sus, are un punct slab, anume ambiguitatea

expresiei ½lege de coresponden�t�a�.
Am dori s�a elimin�am acest inconvenient prin de�nirea func�tiei numai ��n termeni de

teoria mul�timilor. Aceast�a abordare are dezavantajul de a � oarecum arti�cial�a, dar
c�a�stigul ��n ceea ce prive�ste rigoarea este mult mai important comparativ cu orice altfel
de dezavantaje.

De�ni�tia 1.18. Fie X �si Y dou�a mul�timi. O func�tie de la X la Y este tripletul format
cu aceste dou�a mul�timi �si o submul�time f a lui X × Y cu propriet�a�tile urm�atoare:

1) pentru orice x ∈ X exist�a y ∈ Y astfel ca (x, y) ∈ f ;

2) dac�a pentru x ∈ X �si y, y′ ∈ Y avem (x, y) ∈ f �si (x, y′) ∈ f, atunci y = y′.

Tripletul (X, Y, f) se mai noteaz�a

f : X → Y sau X
f−→ Y sau y = f(x), x ∈ X.

Mul�timea X se nume�ste domeniul de de�ni�tie a func�tiei f �si se noteaz�a D(f).

Elementul y pe care legea f ��l pune ��n coresponden�t�a elementului x ∈ X se nume�ste
imaginea elementului x prin f sau valoarea lui f ��n x �si se noteaz�a f(x). Elementul x se
nume�ste variabila sau argumentul func�tiei.

Mul�timea
E(f) = {y | ∃x ∈ D(f) : f(x) = y}

se nume�ste mul�timea valorilor aplica�tiei f sau codomeniul lui f.

Exemple.
1) Fie X o mul�time. Aplica�tia IX : X → X, de�nit�a prin: IX(x) = x, pentru �ecare

x ∈ X este numit�a aplica�tia identic�a a mul�timii X.

2) Func�tia signum, notat�a sign : R → R este de�nit�a prin:

sign(x) =


−1, dac�a x < 0

0, dac�a x = 0

1, dac�a x > 0.

3) Func�tia lui Dirichlet f : R → R este de�nit�a prin:

f(x) =

{
0, dac�a x /∈ Q
1, dac�a x ∈ Q.
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Consider�am c�a func�tiile f1 : X1 → Y1 �si f2 : X2 → Y2 sunt egale atunci �si numai atunci
c�and

1) X1 = X2,

2) f1(x) = f2(x), pentru orice x ∈ X1.

Se noteaz�a f1 = f2.

De�ni�tia 1.19. Fie f : X → Y �si X0 ⊂ X. De�nim func�tia f0 : X0 → Y pun�and

f0(x) := f(x), pentru orice x ∈ X0.

Func�tia f0 se nume�ste restric�tia func�tiei f la mul�timea X0, iar func�tia f se nume�ste
prelungirea func�tiei f0 la mul�timea X.

Restric�tia lui f la X0 se noteaz�a cu simbolul f |X0 .

De�ni�tia 1.20. Fie f : X → Y �si A ⊂ X, B ⊂ Y. Imaginea mul�timii A prin func�tia f se
nume�ste mul�timea

f(A) = {y | ∃x ∈ A : f(x) = y} = {f(x) | x ∈ A}.

Preimaginea sau imaginea reciproc�a a mul�timii B prin func�tia f se nume�ste mul�timea

f−1(B) = {x | ∃y ∈ B : f(x) = y} = {x ∈ X | f(x) ∈ B}.

Remarc�am c�a f(A) ⊂ Y, f−1(B) ⊂ X.

De�ni�tia 1.21. Fie f : X → Y. Vom numi gra�cul func�tiei f , mul�timea

G(f) = {(x, y) ∈ X × Y | x ∈ X, y = f(x)}.

1.2.2 Clasi�carea func�tiilor: surjec�tii, injec�tii, bijec�tii

De�ni�tia 1.22. Func�tia f : X → Y se nume�ste surjectiv�a (sau aplica�tia mul�timii X pe
Y ) dac�a imaginea lui X prin f, adic�a f(X), coincide cu Y

f(X) = Y.

Exemplu. Func�tia f : R → R, f(x) = x2 nu este surjectv�a, deoarece y = −1 nu are
preimagine prin f, c�aci nu exist�a a�sa num�ar real x p�atratul c�aruia ar � egal cu −1. �Ins�a
func�tia f : R → R+, f(x) = x2 este o surjec�tie.

De�ni�tia 1.23. Func�tia f : X → Y se nume�ste injectiv�a dac�a pentru orice x1 ∈ X �si
orice x2 ∈ X :

x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2).
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Exemplu. Func�tia f : R → R, f(x) = 2x+1 este injectiv�a. �Intr-adev�ar, dac�a x1 6= x2

�si admitem prin absurd c�a f(x1) = f(x2), ob�tinem

2x1 + 1 = 2x2 + 1 ⇔ x1 = x2,

ceea ce contrazice ipoteza x1 6= x2.

Func�tia f : R → R+, f(x) = x2 nu este injectiv�a, deoarece pentru x1 = −1 �si x2 = 1

avem f(x1) = f(x2) = 1.

De�ni�tia 1.24. Func�tia f : X → Y care este simultan surjectiv�a �si injectiv�a se nume�ste
bijectiv�a.

Exemplu. Func�tiile liniare f : R → R, f(x) = ax + b, unde a �si b sunt constante
reale, sunt bijec�tii.

Exerci�tiu. A�a�ti E(f) pentru func�tiile:
a) X = Y = Z : f(x) = x+ 1, x ∈ Z;

b) X = Y = Z : f(x) = |x|+ 1, x ∈ Z;

c) X = Y = Z : f(x) = x2 − 6x+ 5, x ∈ Z.
Care din aceste func�tii sunt surjec�tii? injec�tii? bijec�tii?

1.2.3 Compunerea func�tiilor. Func�tii inverse, parametrice �si im-

plicite

Fie f : X → Y, iar g : Y → Z. Deoarece f(X) ⊂ Y, func�tia g, �ec�arui element
f(x) ∈ f(X) ⊂ Y ��i asociaz�a un anumit element g(f(x)) ∈ Z. �In a�sa fel, �ec�arui x ∈ X

conform legei g◦f i se pune ��n coresponden�t�a elementul (g◦f)(x) = g(f(x)), g(f(x)) ∈ Z.
Astfel este de�nit�a o func�tie nou�a, care se nume�ste compunerea sau superpozi�tia func�tiilor
f �si g.

De�ni�tia 1.25. Fie f : X → Y, g : Y → Z. Func�tia h : X → Z, de�nit�a de formula

h(x) = g(f(x)), x ∈ X (h = g ◦ f)

se nume�ste func�tie compus�a sau compunerea func�tiilor f �si g.

De exemplu, func�tia
h =

√
1− x2, x ∈ [−1, 1]

este compozi�tia func�tiilor

f(x) = 1− x2, x ∈ [−1, 1] �si g(y) =
√
y, y ∈ [0,+∞).

De�ni�tia 1.26. Fie f : X → Y este o func�tie bijectiv�a. �In acest caz, �ec�arui y ∈ Y ��i
corespunde o singur�a preimagine x, pe care o vom nota cu f−1(y) �si a�sa ��nc�at f(x) = y.

Deci, este de�nit�a o func�tie f−1 : Y → X care se nume�ste func�tia invers�a func�tiei f.
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Evident, c�a func�tia f este inversa func�tiei f−1. De aceea func�tiile f �si f−1 sunt numite
reciproc inverse. Pentru ele au loc rela�tiile

f(f−1(y)) = y (∀y ∈ Y ); f−1(f(x)) = x (∀x ∈ X).

De exemplu, func�tia f(x) = sinx, x ∈
[
−π

2
,
π

2

]
este bijectiv�a �si prime�ste valori pe

segmentul [−1, 1]. Deci pe [−1, 1] este de�nit�a func�tia invers�a func�tiei sinus �si anume
func�tia arcsin : [−1, 1] →

[
−π

2
,
π

2

]
.

De�ni�tia 1.27. Fie ϕ : Ω → X, ψ : Ω → Y, �si cel pu�tin una din aceste func�tii, de
exemplu ϕ, este bijectiv�a. Atunci exist�a func�tia invers�a ϕ−1 : X → Ω, deci �si func�tia
ψ ◦ ϕ−1 : X → Y. O func�tie astfel de�nit�a se nume�ste func�tie de�nit�a ��n mod parametric

cu ajutorul func�tiilor ϕ : Ω → X �si ψ : Ω → Y, iar variabila din Ω se nume�ste parametru.

De exemplu, egalit�a�tile x = a cos t, y = a sin t, 0 ≤ t ≤ π de�nesc parametric func�tia
y =

√
a2 − x2, x ∈ [−a, a]. �Intr-adev�ar, ��ntruc�at t 7→ a cos t, t ∈ [0, π] este o bijec�tie

[0, π] 7→ [−a, a], pentru �ecare x ∈ [−a, a] din egalitatea x = a cos t a��am valoarea unic�a
t = arccos

x

a
care apar�tine segmentului [0, π]. �Inlocuind aceast�a valoare��n a doua egalitate,

ob�tinem

y = a sin
(
arccos

x

a

)
= a

√
1− cos2

(
arccos

x

a

)
= a

√
1− x2

a2
,

adic�a y =
√
a2 − x2, x ∈ [−a.a].

De�ni�tia 1.28. Fie c�a pe mul�timea G = X × Y este de�nit�a o func�tie F : G→ ∆, unde
mul�timea ∆ con�tine elementul nul. Admitem c�a exist�a mul�timile E ⊂ X, B ⊂ Y a�sa
��nc�at pentru �ecare x ∈ E �xat, ecua�tia F (x, y) = 0 are o singur�a solu�tie y ∈ B. Atunci
pe mul�timea E poate � de�nit�a o func�tie f : E → B, care �ec�arui x ∈ E ��i pune ��n
coresponden�t�a acea valoare y ∈ B, care pentru x indicat este solu�tia ecua�tiei F (x, y) = 0.

Referitor la func�tia y = f(x), x ∈ E, y ∈ B, astfel de�nit�a se spune c�a ea este de�nit�a
implicit prin ecua�tia F (x, y) = 0.

De exemplu, ecua�tia
y − 2x2

y − 8
= 0

de�ne�ste func�tia y = 2x2, x 6= ±2.

Exerci�tii.
1. Fie y = cos x, v = ln y, u = 3

√
3 + v2. A�a�ti u ◦ v ◦ y.

2. A�a�ti func�tia invers�a func�tiei y = 2x − 1, x ∈ R.
3. A�a�ti expresia explicit�a pentru func�tia de�nit�a parametric

x =
2at

1 + t2
, y =

2at2

1 + t2
, 0 ≤ t < +∞.
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4. A�a�ti expresia explicit�a pentru func�tia f : [π, 2π] →
[
π

2
,
3π

2

]
, de�nit�a implicit de

ecua�tia

cosx+ sinx = 0, x ∈ [π, 2π], y ∈
[
π

2
,
3π

2

]
.

1.3 No�tiunile de grup, inel �si corp

De�ni�tia 1.29. Un cuplu (G, ∗) format cu o mul�time nevid�a G �si cu o lege de compozi�tie
∗ pe G (adic�a x ∗ y ∈ G, pentru orice x, y ∈ G), se nume�ste grup dac�a sunt veri�cate
urm�atoarele axiome:

1)
x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z,

pentru orice x, y, z ∈ G;

2) exist�a e ∈ G astfel ��nc�at
e ∗ x = x ∗ e = x,

pentru orice x ∈ G;

3) pentru orice x ∈ G exist�a x′ ∈ G astfel ��nc�at

x′ ∗ x = x ∗ x′ = e.

Dac�a ��n plus este veri�cat�a �si axioma
4)

x ∗ y = y ∗ x,

pentru orice x, y ∈ G, atunci grupul se nume�ste comutativ (sau abelian).

Observa�tie. Elementul e este unic determinat �si se nume�ste elementul neutru al

grupului G. Elementul x′ este unic determinat �si poart�a numele de simetricul (sau inversul
sau opusul) elementului x.

De�ni�tia 1.30. O mul�time nevid�a A, ��mpreun�a cu dou�a legi de compozi�tie + �si · (adic�a
x + y ∈ A �si x · y ∈ A, pentru orice x, y ∈ A) se nume�ste inel dac�a sunt veri�cate
urm�atoarele axiome:

1) (A,+) este grup abelian;
2) (A, ·) este monoid, adic�a

2′)

x · (y · z) = (x · y) · z,

pentru orice x, y, z ∈ A;

2′′) exist�a 1 ∈ A astfel ��nc�at

1 · x = x · 1 = x,

pentru orice x ∈ A.
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3)
x · (y + z) = x · y + x · z

�si
(y + z) · x = y · x+ z · x,

pentru orice x, y, z ∈ A, adic�a ��nmul�tirea este distributiv�a fa�t�a de adunare la st�anga �si la
dreapta.

Observa�tie.
1. Elementul neutru al grupului (A,+), notat cu 0, se nume�ste elementul zero al

inelului, iar 1 (care este unic determinat) poart�a numele de elementul unitate al inelului.
2. Dac�a este satisf�acut�a �si axioma:

x · y = y · x,

pentru orice x, y ∈ A, atunci spunem c�a inelul A este comutativ.
3. Spunem c�a A este un inel f�ar�a divizori ai lui zero dac�a pentru orice x, y ∈ A,

x 6= 0 �si y 6= 0 implic�a x · y 6= 0.

Un inel comutativ cu cel pu�tin dou�a elemente �si care nu are divizori ai lui zero se
nume�ste domeniu de integritate.

De�ni�tia 1.31. Un inelK se nume�ste corp dac�a 0 6= 1 �si dac�a este satisf�acut�a urm�atoarea
axiom�a:

pentru orice x ∈ K \ {0} exist�a x−1 ∈ K astfel ��nc�at

x · x−1 = x−1 · x = 1,

adic�a orice element al lui K care este diferit de 0 este simetrizabil ��n raport cu ��nmul�tirea.
Un corp se nume�ste comutativ dac�a ��nmul�tirea sa este comutativ�a.

1.4 Mul�timea numerelor reale. Axiomatica mul�timii
numerelor reale

De�ni�tia 1.32. Fie A o mul�time nevid�a. Dac�a �ec�arei perechi de elemente (x, y) ∈ A×A
conform unei anumite legi ∗ i se pune ��n coresponden�t�a elementul z ∈ A, atunci spunem
c�a pe mul�timea A este de�nit�a opera�tia algebric�a ∗ �si se noteaz�a z = x ∗ y.

De�ni�tia 1.33. O mul�time R se nume�ste mul�time de numere reale, iar elementele ei se
numesc numere reale, dac�a ea este ��nzestrat�a cu dou�a opera�tii algebrice + (adunarea)
((x, y) → x+ y) �si · (��nmul�tirea) ((x, y) → x · y) �si cu o rela�tie de ordine notat�a ½≤�, care
satisface urm�atorul complex de axiome:

1. axiomele adun�arii;
2. axiomele ��nmul�tirii;
3. axiomele de ordine;
4. axioma continuit�a�tii.
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1.4.1 Axiomele adun�arii, unele consecin�te ale lor

Se de�ne�ste opera�tia de adunare

+ : R× R → R

care �ec�arei perechi (x, y) de numere reale ��i pune ��n coresponden�t�a num�arul z ∈ R care
se nume�ste suma numerelor x, y �si au loc axiomele:

1. Adunarea este comutativ�a: x+ y = y + x, pentru orice x, y ∈ R.
2. Adunarea este asociativ�a: (x+ y) + z = x+ (y + z), pentru orice x, y, z ∈ R.
3. Exist�a un num�ar numit zero �si notat cu 0 ��nc�at x+ 0 = x, pentru orice x ∈ R.
4. Pentru orice num�ar x ∈ R exist�a un num�ar notat cu −x �si numit num�ar opus astfel

��nc�at x+ (−x) = 0.

Consecin�te din axiomele adun�arii:
1. �In mul�timea R zero este unic.
2. Pentru �ecare num�ar real num�arul lui opus este unic.
3. Pentru orice pereche ordonat�a de numere x �si y num�arul x + (−y) se nume�ste

diferen�ta numerelor x �si y �si se noteaz�a x− y.

1.4.2 Axiomele ��nmul�tirii, unele consecin�te ale lor

Se de�ne�ste opera�tia de ��nmul�tire · : R × R → R, care �ec�arei perechi de numere
(x, y) ��i pune ��n coresponden�t�a elementul x · y ∈ R numit produsul lor �si sunt satisf�acute
axiomele:

1. �Inmul�tirea este comutativ�a: x · y = y · x, pentru orice x, y ∈ R.
2. �Inmul�tirea este asociativ�a: (x · y) · z = x · (y · z), pentru orice x, y, z ∈ R.
3. Exist�a un a�sa num�ar numit unitate �si notat cu 1 ��nc�at x ·1 = x, pentru orice x ∈ R.
4. Pentru orice x 6= 0 exist�a un num�ar, numit inversul lui x, notat cu x−1 sau

1

x
astfel

��nc�at x · x−1 = 1.

5. Proprietatea de distributivitate a ��nmul�tirii fa�t�a de adunare x · (y+z) = x ·y+x ·z,
pentru orice x, y, z ∈ R.

Consecin�te din axiomele ��nmul�tirii:
1. �In mul�timea R num�arul unitate este unic.
2. ∀x ∈ R, x 6= 0, ∃!x−1.

3. Pentru orice pereche ordonat�a de numere x, y ∈ R �si y 6= 0 num�arul x · y−1 se
nume�ste c�atul numerelor x �si y.

Consecin�te din axiomele de adunare �si ��nmul�tire:
1. ∀x ∈ R : x · 0 = 0.

2. x · y = 0 ⇒ x = 0 sau y = 0.

Exerci�tiu. Demonstra�ti consecin�tele de mai sus.
Observa�tie.
1. (R,+) este un grup abelian.
2. (R,+, ·) este un corp comutativ.
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1.4.3 Axiomele de ordine

Pe mul�timea R este de�nit�a o rela�tie de ordine notat�a cu ” ≤ ”. Conform de�ni�tiei
rela�tiei de ordine avem urm�atoarele propriet�a�ti:

1. x ≤ x, pentru orice x ∈ R.
2. (x ≤ y �si y ≤ x) ⇒ x ≤ z, pentru orice x, y, z ∈ R.
3. (x ≤ y �si y ≤ x) ⇒ x = y, pentru orice x, y ∈ R.
4. Rela�tia de ordine pe mul�timea R este total�a, adic�a pentru orice x, y ∈ R, avem �e

x ≤ y, �e y ≤ x.

5. Dac�a pentru x, y ∈ R, x ≤ y, atunci x+ z ≤ y + z pentru orice z ∈ R.
6. Dac�a pentru x, y ∈ R, x ≤ y �si 0 ≤ z, atunci x · z ≤ y · z.

1.4.4 Axioma continuit�a�tii

Dac�a X �si Y sunt submul�timi nevide din R �si satisfac condi�tia:

∀x ∈ X �si ∀y ∈ Y : x ≤ y,

atunci ��n R exist�a un astfel de num�ar c ∈ R ��nc�at

x ≤ c ≤ y, ∀x ∈ X,∀y ∈ Y.

�In mul�timea R are loc proprietatea lui Arhimede:

∀x ∈ R,∃!n ∈ Z a.��. n ≤ x < n+ 1.

Acest num�ar n se nume�ste partea ��ntreag�a a lui x �si se noteaz�a [x].

Exemplu. [1, 2345] = 1, [−1, 2345] = −2.

De�ni�tia 1.34. Fie x ∈ R. Vom numi modulul sau valoarea absolut�a a num�arulul x,
num�arul

|x| = max(x,−x) =

{
x, x ≥ 0

−x, x < 0.

Propriet�a�ti:

1. |x| ≥ 0, pentru orice x ∈ R �si |x| = 0 ⇔ x = 0.

2. |xy| = |x| · |y|, pentru orice x, y ∈ R;

3.
∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ =

|x|
|y|
, pentru orice x, y ∈ R, y 6= 0;

4. Fie x ∈ R �si ε > 0. Avem

|x| < ε⇔ x ∈ (−ε, ε)

|x| > ε⇔ x ∈ (−∞,−ε) ∪ (ε,+∞)
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5. |x+ y| ≤ |x|+ |y|, pentru orice x, y ∈ R (inegalitatea triunghiului);

6. |x− y| ≥ ||x| − |y|| , pentru orice x, y ∈ R.

Vom numi distan�t�a pe mul�timea R o func�tie d de�nit�a pe produsul R × R cu valori
reale nenegative care satisface urm�atoarele condi�tii:

1. d(x, y) = 0 ⇔ x = y;

2. d(x, y) = d(y, x) pentru orice x �si y ∈ R,
3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) pentru to�ti x, y �si z ∈ R.
U�sor se veri�c�a c�a func�tia d(x, y) = |x− y|, x, y ∈ R este o distan�t�a pe R.

1.4.5 Dreapta real�a

S�a consider�am o ax�a, adic�a o dreapt�a pe care sunt �xate un punct O numit origine,
o unitate de m�asur�a �si un sens. Fie −→u =

−→
OA vectorul unitate. Not�am cu ∆ mul�timea

punctelor acestei axe �si observ�am c�a ∆ se poate organiza ca un grup ��n raport cu opera�tia
de adunare dat�a prin: dac�a M, N sunt puncte din ∆, atunci P = M +N se de�ne�ste de
rela�tia vectorial�a

−→
OP =

−−→
OM +

−−→
ON.

De asemenea pe ∆ se introduce rela�tia de ordine:

M ≤ N ⇐⇒ vectorii
−−→
MN �si −→u au acela�si sens.

Admitem c�a ∆ este un grup ordonat ��n care func�tioneaz�a proprietatea lui Arhimede
�si ��n care orice submul�time nevid�a majorat�a a sa are margine superioar�a.

�In aceste condi�tii, se arat�a c�a exist�a o singur�a aplica�tie ψ : R → ∆ care asociaz�a
oric�arui num�ar real x, acel punct unic M ∈ ∆ a�sa ca

−−→
OM = x−→u , deci ψ(x) = M �si ��n

particular ψ(0) = O, ψ(1) = A.

-
∆

q
O

-
A

q
M

Aplica�tia ψ este o bijec�tie, numit�a bijec�tia lui Descartes. Prin bijec�tia lui Descartes
mul�timea R poate � identi�cat�a cu mul�timea punctelor unei axe, ceea ce motiveaz�a de-
numirea de dreapt�a real�a ce se folose�ste pentru mul�timea R �si de puncte pentru numere
reale.

Fie a, b ∈ R a�sa ca a < b. Numim
- interval ��nchis �si m�arginit de origine a �si extremitate b, notat cu [a, b] mul�timea

tuturor numerelor reale x a�sa ��nc�at a ≤ x ≤ b.

-
∆

[
a

]
b

�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��
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- interval deschis de origine a �si extremitate b, notat (a, b) mul�timea tuturor numerelor
reale x a�sa ��nc�at a < x < b.

-
∆

(
a

)
b

�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

- interval semi-deschis de origine a �si extremitate b, deschis ��n a (resp. b), ��nchis ��n b
(resp. a), notat (a, b] (resp. [a, b)) mul�timea tuturor numerelor reale x a�sa ��nc�at a < x ≤ b

(respectiv a ≤ x < b).

-
∆

(
a

]
b

�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� -
∆

[
a

)
b

�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

1.4.6 No�tiune de vecin�atate a unui punct

De�ni�tia 1.35. Fie x0 ∈ R. Un interval deschis centrat ��n x0 de forma (x0− ε, x0 + ε) se
nume�ste ε�vecin�atatea punctului x0 �si se noteaz�a cu U(x0; ε).

-
∆

(
x0 − ε

)
x0 + ε

q
x0

De�ni�tia 1.36. Vom numi vecin�atate a punctului x0 ∈ R o mul�time V ⊂ R care con�tine
un interval deschis centrat ��n punctul x0.

Exemplu. Intervalul (−2, 3) este o vecin�atate a punctului 1, deoarece el con�tine
intervalul deschis (0, 2) centrat ��n 1.

Proprietatea de separa�tie Hausdor�. Dac�a x, y ∈ R �si x 6= y, atunci exist�a

vecin�at�a�ti disjuncte ale lor.

Exerci�tiu. Demonstra�ti proprietatea de separa�tie Hausdor�.

De�ni�tia 1.37. Fie A ⊂ R o mul�time nevid�a. Un punct x ∈ A se nume�ste interior

mul�timii A, dac�a exist�a o ε−vecin�atate a acestui punct care ��n ��ntregime se con�tine ��n A.
Mul�timea tuturor punctelor interioare mul�timii A se nume�ste interiorul lui A �si se

noteaz�a
◦
A .

Dac�a toate punctele mul�timii A sunt interioare, (adic�a
◦
A= A), atunci A se nume�ste

mul�time deschis�a.

O mul�time A se nume�ste ��nchis�a, dac�a complementara ei este deschis�a.
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Exemplu. Un interval deschis (a, b) este mul�time deschis�a, deoarece dac�a x0 ∈ (a, b)

�si ε ≤ min{x0 − a, b− x0}, atunci

(x0 − ε, x0 + ε) ⊂ (a, b).

�Intreaga mul�time R = (−∞,+∞) este deschis�a �si deci mul�timea vid�a ∅ (∅ = CRR)

este ��nchis�a. Totu�si, mul�timea vid�a ∅ este totodat�a �si deschis�a, pentru a nega aceasta este
su�cient de a considera c�a ∅ con�tine cel pu�tin un punct care nu este interior, ceea ce este
absurd, c�aci ∅ nu con�tine puncte. Deci, ∅ este deschis�a, iar R = CR∅ este ��nchis�a. Prin
urmare, R �si ∅ sunt concomitent deschise �si ��nchise. Acestea sunt singurele submul�timi
ale lui R cu aceast�a proprietate.

De�ni�tia 1.38. Fie A ⊂ R. Un punct x0 ∈ R se nume�ste punct de limit�a sau punct de

acumulare pentru mul�timea A, dac�a ��n orice vecin�atate a acestui punct se con�tin puncte
din mul�timea A diferite de x0, adic�a dac�a pentru orice ε > 0 se poate g�asi cel pu�tin un
punct y ∈ A, y 6= x0 astfel ��nc�at |y − x0| < ε.

Mul�timea punctelor de acumulare ale mul�timii A se nume�ste mul�time derivat�a �si se
noteaz�a cu A′.

Exemple.
1) Fie A = [0, 1]. Mul�timea derivat�a este A′ = A.

2) Pentru mul�timea A = (0, 1] ∪ {2} mul�timea derivat�a este segmentul [0, 1].

3) Pentru mul�timea A =

{
1

n
| n ∈ N

}
mul�timea derivat�a este A′ = {0}.

4) Mul�timea A =

{
1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

100

}
nu are puncte de limit�a, A′ = ∅.

Remarc�a. Punctul de limit�a al unei mul�timi poate s�a apar�tin�a sau s�a nu apar�tin�a
mul�timii.

De�ni�tia 1.39. Un punct x ∈ A se nume�ste punct izolat al mul�timii A dac�a el nu este
punct de acumulare pentru acest�a mul�time, adic�a dac�a exist�a o vecin�atate a lui ��n care
nu se con�tin alte puncte din A.

De�ni�tia 1.40. Un punct x ∈ A se nume�ste punct frontier�a al mul�timii A dac�a orice
vecin�atate a acestui punct con�tine cel pu�tin un punct din A �si cel pu�tin un punct care nu
este ��n A. Mul�timea tuturor punctelor frontier�a ale lui A se nume�ste frontiera lui A �si se
noteaz�a cu ∂A.

�Inchiderea mul�timii A, notat�a cu A este

A = A ∪ ∂A.

Exemplu. Fie A = (−∞,−1] ∪ (1, 2) ∪ {3}. Atunci:
1) Mul�timea punctelor de limit�a ale lui A este A′ = (−∞,−1] ∪ [1, 2].

2) ∂A = {−1, 1, 2, 3} �si A = (−∞,−1] ∪ [1, 2] ∪ {3}.
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3) 3 este unicul punct izolat al lui A.

4) Exteriorul lui A este (−1, 1) ∪ (2, 3) ∪ (3,+∞).

De�ni�tia 1.41. Fie x0 ∈ R. Mul�timea

·
U (x0, ε) = (x0 − ε, x0) ∪ (x0, x0 + ε)

se nume�ste ε−vecin�atatea perforat�a (sau g�aurit�a) a punctului x0.

Teorema 1.1.
a) Reuniunea mul�timilor deschise este deschis�a.

b) Intersec�tia mul�timilor ��nchise este ��nchis�a.

Aceste a�rma�tii se aplic�a la orice colec�tii, �nite sau in�nite, de mul�timi deschise �si

��nchise.

Exemplu. Intervalul ��nchis [a, b] ∈ R este mul�time ��nchis�a, deoarece complementara
lui este reuniunea mul�timilor deschise (−∞, a) �si (b,+∞).

Intervalul semideschis (a, b] ⊂ R nu este nici mul�time deschis�a �si nici ��nchis�a. Deci,
termenii ½deschis� �si ½��nchis� nu sunt opuse��n acest context, spre deosebire de cazul vorbirii
uzuale.

Se poate ar�ata c�a intersec�tia unui num�ar �nit de mul�timi deschise este deschis�a �si reuni-
unea unui num�ar �nit de mul�timi ��nchise este ��nchis�a. Totu�si, intersec�tia unei in�nit�a�ti de
mul�timi deschise nu este neap�arat deschis�a �si reuniunea unei in�nit�a�ti de mul�timi ��nchise
nu este ��ntotdeauna ��nchis�a.

1.4.7 Mul�timea R

Vom conveni s�a ad�aug�am la mul�timea R dou�a obiecte noi, notate cu −∞ �si +∞, care
nu fac parte din R, numite respectiv minus in�nit �si plus in�nit.

Vom nota prin R = R ∪ {−∞,+∞} �si vom numi aceast�a mul�time dreapta real�a

��ncheiat�a sau compacti�cat�a.

Vom prelungi rela�tia de ordine uzual�a a mul�timii R la mul�timea R, convenind c�a

−∞ < x, x < +∞, −∞ < +∞

pentru orice x ∈ R. �In felul acesta, mul�timea R devine total ordonat�a.

De�ni�tia 1.42. Numim vecin�atate a punctului +∞ orice mul�time V ⊂ R care con�tine
un interval de forma (a,+∞] unde a ∈ R.

De�ni�tia 1.43. Numim vecin�atate a punctului −∞ orice mul�time V ⊂ R care con�tine
un interval de forma [−∞, a) unde a ∈ R.
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1.5 Mul�timi m�arginite �si mul�timi nem�arginite. Prin-
cipiul segmentelor incluse

1.5.1 Element maxim �si element minim al unei mul�timi. Mul�timi

m�arginite

De�ni�tia 1.44. Fie A ⊂ R. Dac�a exist�a un num�ar a ∈ A, astfel ��nc�at

x ≤ a,∀x ∈ A,

atunci elementul a se nume�ste element maxim al mul�timii A �si se noteaz�a a = maxA.

De�ni�tia 1.45. Fie A ⊂ R. Dac�a exist�a un num�ar a ∈ A, astfel ��nc�at

a ≤ x, ∀x ∈ A,

atunci elementul a se nume�ste element minim al mul�timii A �si se noteaz�a a = minA.

De�ni�tia 1.46. Fie A ⊂ R. Dac�a exist�a un num�ar d ∈ R, astfel ��nc�at

x ≤ d,∀x ∈ A,

atunci mul�timea A se nume�ste m�arginit�a superior sau majorat�a, iar num�arul d se nume�ste
majorant al mul�timii A.

De�ni�tia 1.47. Fie A ⊂ R. Dac�a exist�a un num�ar c ∈ R, astfel ��nc�at

c ≤ x, ∀x ∈ A,

atunci mul�timea A se nume�ste m�arginit�a inferior sau minorat�a, iar num�arul c se nume�ste
minorant al mul�timii A.

De�ni�tia 1.48. Omul�time m�arginit�a �si superior �si inferior se nume�stemul�time m�arginit�a,

adic�a ∃m,M ∈ R, a.��. m ≤ x ≤M, ∀x ∈ A.
Echivalent, mul�timea A este m�arginit�a dac�a exist�a o constant�a pozitiv�a K > 0, astfel

��nc�at
|x| ≤ K, ∀x ∈ A.

1.5.2 Marginea superioar�a �si marginea inferioar�a a unei mul�timi

m�arginite

De�ni�tia 1.49. Fie A ⊂ R o mul�time majorat�a. Un majorant c∗ al mul�timii A se nume�ste
margine superioar�a sau supremum al mul�timii A dac�a c∗ este cel mai mic majorant al lui

A, adic�a pentru orice alt majorant d, avem c∗ ≤ d. Se noteaz�a c∗ = supA.
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De�ni�tia 1.50. Fie A ⊂ R o mul�time minorat�a. Un minorant c∗ al mul�timii A se nume�ste
margine inferioar�a sau in�mum al mul�timii A dac�a c∗ este cel mai mare minorant al lui

A, adic�a pentru orice alt minorant c, avem c ≤ c∗. Se noteaz�a c∗ = inf A.

Observa�tie. Fie A o mul�time majorat�a a lui R, c∗ = supA �si ε > 0 un num�ar strict
pozitiv. Deoarece c∗−ε < c∗ rezult�a c�a c∗−ε nu este majorant al lui A, deci exist�a a ∈ A
cu c∗ − ε < a (�si evident a ≤ c∗ deoarece c∗ este un majorant al lui A), deci ��n orice

interval de forma (c∗ − ε, c∗] exist�a elemente din A.

Astfel ob�tinem a�rma�tiile.

Teorema 1.2 (de caracterizare a marginii superioare a unei mul�timi). Fie A
o submul�time nevid�a a lui R. Un num�ar c∗ este margine superioar�a a mul�timii A ⊂ R
atunci �si numai atunci c�and

1. x ≤ c∗ pentru orice x ∈ A �si

2. ∀ε > 0, ∃xε ∈ A a.��. xε > c∗ − ε.

Teorema 1.3 (de caracterizare a marginii inferioare a unei mul�timi). Fie A o

submul�time nevid�a a lui R. Un num�ar c∗ este margine inferioar�a a mul�timii A ⊂ R atunci

�si numai atunci c�and

1. c∗ ≤ x pentru orice x ∈ A �si

2. ∀ε > 0, ∃xε ∈ A a.��. xε < c∗ + ε.

Axioma lui Cantor (marcheaz�a una dintre deosebirile esen�tiale dintre Q �si
R). Orice submul�time nevid�a m�arginit�a superior a lui R are margine superioar�a. Orice

submul�time nevid�a m�arginit�a inferior a lui R are margine inferioar�a.

Remarc�a. Pentru submul�timile mul�timii Q a�rma�tia de mai sus nu are loc.
�Intr-adev�ar, de exemplu A = {x ∈ R | x2 ≤ 3} �si B = {x ∈ Q | x2 ≤ 3}. Avem

supA =
√

3, supB =
√

3, dar supA ∈ R, iar supB /∈ Q.

Exerci�tiu. Reprezenta�ti pe axa real�a mul�timea A = {x ∈ R | |5x− 7| < 10}. Exist�a
oare maxA, minA, supA, inf A?

1.5.3 Principiul segmentelor incluse (principiul Cauchy - Cantor)

De�ni�tia 1.51. Un sistem de segmente

[a1, b1], [a2, b2], . . . , [an, bn], . . .

a�sa ��nc�at
[a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ . . . ⊃ [an, bn] ⊃ . . .

se nume�ste sistem de segmente incluse.

De�ni�tia 1.52. Fie dat un sistem de segmente [an, bn] n = 1, 2, . . . . Vom spune c�a
lungimile segmentelor [an, bn] tind la 0 cu cre�sterea lui n = 1, 2, . . . , dac�a pentru �ecare
num�ar pozitiv ε > 0 exist�a un a�sa num�ar natural (rang) N(ε) ��nc�at pentru toate numerele
n ≥ N(ε) are loc inegalitatea bn − an < ε.
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Teorema 1.4 (Principiul segmentelor incluse Cauchy�Cantor). Pentru orice sis-

tem de segmente incluse In = [an, bn], n = 1, 2, . . . , lungimile c�arora tind la 0, exist�a un

singur punct c comun tuturor segmentelor �sirului.

Demonstra�tie. S�a ar�at�am mai ��nt�ai existen�ta unui punct comun tuturor segmentelor
sistemului dat, iar apoi vom demonstra unicitatea lui.

S�a construim mul�timile A = {am,m ∈ N∗} �si B = {bn, n ∈ N∗}. Observ�am c�a

am ≤ bn, ∀m ∈ N∗ �si ∀n ∈ N∗.

Conform axiomei continuit�a�tii se va g�asi un punct c astfel ��nc�at am ≤ c ≤ bn, ∀m ∈ N∗,

∀n ∈ N∗. �In particular, dac�a m = n ob�tinem

an ≤ c ≤ bn,∀n ∈ N∗, adic�a c ∈ [an, bn],∀n ∈ N∗.

S�a demonstr�am unicitatea acestui punct. Cu acest scop admitem contrariul, adic�a c�a se
va g�asi cel pu�tin ��nc�a un punct c′ 6= c comun tuturor segmentelor sistemului. �Si �e c < c′.

�Intruc�at an ≤ c′ ≤ bn �si an ≤ c ≤ bn, ∀n ∈ N∗, avem

c′ − c ≤ bn − an,∀n ∈ N∗. (1.1)

Deoarece lungimile segmentelor [an, bn] tind la 0, pentru num�arul pozitiv arbitrar
(oric�at de mic) ε se va g�asi un segment [an0 , bn0 ] lungimea c�aruia va � mai mic�a dec�at ε,
adic�a bn0 − an0 < ε. Dar atunci, din (1.1) ob�tinem

c′ − c ≤ bn0 − an0 < ε,

adic�a c′ − c < ε.

Astfel am ob�tinut c�a num�arul nenegativ c′− c este mai mic dec�at orice num�ar pozitiv
ε, ceea ce e posibil doar dac�a c′ − c = 0, sau c′ = c. Dar aceasta contrazice condi�tia
c′ 6= c astfel presupunerea c�a punctul c nu este unic este fals�a �si este adev�arat�a a�rma�tia
teoremei.
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Capitolul 2

�Siruri de numere reale

2.1 �Sir numeric. Limita �sirului numeric

2.1.1 No�tiune de �sir numeric. �Siruri m�arginite. Exemple

De�ni�tia 2.1. Se nume�ste �sir de numere reale o func�tie f : N → R.

Vom nota f(n) = an, unde n este rangul sau locul termenului an ��n �sir. Termenul an

se nume�ste termenul general al �sirului. �Sirul

a0, a1, a2, . . . , an, . . .

va � notat pe scurt (an)n∈N sau simplu (an).

Exemple.

1.
(

1

n

)
n∈N∗

este �sirul 1,
1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

2. (an)n∈N , an = sin
nπ

2
este �sirul 0, 1, 0,−1, 0, 1, 0,−1, . . .

3. (an)n∈N , an = (−1)n este �sirul 1,−1, 1,−1, . . .

De�ni�tia 2.2. �Sirul numeric (an)n∈N se nume�ste m�arginit dac�a se poate g�asi o constant�a
pozitiv�a M > 0 a�sa ��nc�at |an| ≤M, ∀n ∈ N.

Deoarece

|an| ≤M ⇐⇒ an ∈ [−M,M ],

�sirul numeric (an)n∈N este m�arginit dac�a to�ti termenii lui se con�tin ��ntr-un segment �nit.
Exemple.

1. �Sirurile
(

1

n

)
n∈N∗

, ((−1)n)n∈N sunt m�arginite.

2. �Sirul (n2)n∈N este nem�arginit.

33
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2.1.2 No�tiune de limit�a a �sirului numeric

De�ni�tia 2.3. Se spune c�a �sirul numeric (an)n∈N are limita a ∈ R �si se scrie

lim
n→∞

an = a, sau an → a, n→∞,

dac�a pentru orice ε > 0 exist�a un rang N(ε) (dependent de ε) astfel ��nc�at pentru to�ti
termenii �sirului an cu rangul n ≥ N(ε) are loc inegalitatea |an − a| < ε.

lim
n→∞

an = a
def⇐⇒ ∀ε > 0,∃N(ε) ∈ N a.��. |an − a| < ε,∀n ≥ N(ε).

�Sirul numeric care are limit�a se nume�ste �sir convergent. �Sirul numeric care nu are
limit�a se nume�ste �sir divergent.

Observ�am c�a

|an−a| < ε⇔ −ε < an−a < ε⇔ a−ε < an < a+ε⇔ an ∈ (a−ε, a+ε) ⇔ an ∈ U(a; ε).

Prin urmare, putem da o de�ni�tie echivalent�a celei de mai sus

De�ni�tia 2.4. Se spune c�a �sirul (an)n∈N are limita a ∈ R dac�a orice interval deschis
centrat ��n a con�tine to�ti termenii �sirului, cu excep�tia unui num�ar �nit dintre ei.

Exemplu. Demonstra�ti c�a

lim
n→∞

4n− 3

2n+ 1
= 2.

Conform de�ni�tiei limitei �sirului pentru un num�ar ε > 0 arbitrar trebuie s�a g�asim un rang
N(ε) ∈ N, astfel ��nc�at ∀n > N(ε) s�a �e adev�arat�a inegalitatea∣∣∣∣4n− 3

2n+ 1
− 2

∣∣∣∣ < ε.

Vom rezolva ultima inegalitate ��n raport cu n.∣∣∣∣4n− 3

2n+ 1
− 2

∣∣∣∣ < ε⇐⇒
∣∣∣∣4n− 3− 4n− 2

2n+ 1

∣∣∣∣ < ε⇐⇒ 5

2n+ 1
< ε⇐⇒ n >

5− ε

2ε
.

Astfel dac�a vom pune

N(ε) =

[
5− ε

2ε

]
+ 1,

atunci ∀n ≥ N(ε) va avea loc inegalitatea
∣∣∣∣4n− 3

2n+ 1
− 2

∣∣∣∣ < ε ceea ce conform de�ni�tiei

limitei ��nseamn�a c�a lim
n→∞

4n− 3

2n+ 1
= 2.

Dac�a ε = 0.1, atunci N(ε) = 25, iar dac�a ε = 0.01, atunci N(ε) = 250.

Din de�ni�tia limitei �sirului numeric rezult�a cu u�surin�t�a urm�atoarea a�rma�tie.

Teorema 2.1. Prin ad�augarea sau prin eliminarea unui num�ar �nit de termeni:

i) un �sir convergent r�am�ane convergent c�atre aceea�si limit�a;

ii) un �sir divergent r�am�ane divergent.
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2.1.3 Unicitatea limitei �sirului numeric

Teorema 2.2. Dac�a un �sir numeric are limit�a, atunci aceasta este unic�a.

Demonstra�tie. Fie (an)n∈N un �sir numeric. Admitem c�a acest �sir are dou�a limite diferite
a 6= b. Atunci

lim
n→∞

an = a
def⇐⇒ ∀ε > 0,∃N1(ε) ∈ N,∀n ≥ N1(ε) a.��.

|an − a| < ε

2
, (2.1)

lim
n→∞

an = b
def⇐⇒ ∀ε > 0,∃N2(ε) ∈ N,∀n ≥ N2(ε) a.��.

|an − b| < ε

2
. (2.2)

Fie N = max{N1(ε), N2(ε)}. Atunci ∀n ≥ N(ε) inegalit�a�tile (2.1) �si (2.2) au loc
concomitent �si deci

|a− b| = |a− an + an − b| ≤ |a− an|+ |an − b| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Prin urmare pentru oricee num�ar pozitiv ∀ε > 0 are loc inegalitatea |a − b| < ε, ceea ce
este posibil, doar dac�a a = b. Contradic�tia ob�tinut�a demonstreaz�a teorema.

2.1.4 M�arginirea unui �sir convergent

Teorema 2.3. Orice �sir numeric convergent este m�arginit.

Demonstra�tie. Fie dat �sirul convergent (an)n∈N �si �e lim
n→∞

an = a. Atunci

∀ε > 0,∃N(ε) ∈ N a.��. |an − a| < ε,∀n ≥ N(ε).

Fix�am num�arul pozitiv ε, d.e. ε = 1. Observ�am c�a

|an| = |an − a+ a| ≤ |an − a|+ |a| < ε+ |a| = 1 + |a| = M1,∀n ≥ N(1).

Fie M = max{|a0|, |a1|, . . . , |aN(1)−1|,M1}. Atunci ∀n ∈ N avem |an| ≤M.

Remarc�a. A�rma�tia invers�a nu are loc, nu orice �sir m�arginit este convergent. De
exemplu, �sirul 1,−1, 1,−1, . . . este m�arginit, dar nu este convergent.



36 2.1. �SIR NUMERIC. LIMITA �SIRULUI NUMERIC

2.1.5 Teorema despre limita unui �sir intermediar

Teorema 2.4 (Teorema ½cle�stelui�). Fie (an)n∈N, (bn)n∈N, (cn)n∈N �siruri numerice.

Dac�a an ≤ bn ≤ cn, ∀n ∈ N, �si an → l, cn → l, atunci �si bn → l.

Demonstra�tie.

lim
n→∞

an = l
def⇐⇒ ∀ε > 0,∃N1(ε) ∈ N a.��. l − ε < an < l + ε, ∀n ≥ N1(ε).

lim
n→∞

cn = c
def⇐⇒ ∀ε > 0,∃N2(ε) ∈ N a.��. l − ε < cn < l + ε, ∀n ≥ N2(ε).

Fie N = max{N1(ε), N2(ε)}. Atunci ∀n ≥ N avem

l − ε < an ≤ bn ≤ cn < l + ε.

Deci |bn − l| < ε, ∀n ≥ N, ceea ce ��nseamn�a c�a bn → l.

2.1.6 Trecerea la limit�a ��n inegalit�a�ti

Teorema 2.5. Fie (an)n∈N un �sir convergent cu limita a ∈ R �si �e a < b. Atunci exist�a

un num�ar n0 ∈ N a�sa ��nc�at an < b, ∀n ≥ n0.

Demonstra�tie.

lim
n→∞

an = a⇐⇒ ∀ε > 0,∃N(ε) ∈ N : |an − a| < ε,∀n ≥ N(ε).

Fie ε = b− a > 0. Atunci ∃n0 = N(ε) a.��. ∀n ≥ n0 avem

|an − a| < ε⇐⇒ a− ε < an < a+ ε = a+ b− a = b.

Deci an < b, ∀n ≥ n0.

Exerci�tii.
1. Fie lim

n→∞
an = a �si c < a. Demonstra�ti c�a ∃n0 ∈ N a.��. an > c, ∀n ≥ n0.

2. Ar�ata�ti c�a dac�a lim
n→∞

an = a, a 6= 0, atunci ∃n0 ∈ N a.��. an 6= 0, ∀n ≥ n0.

Teorema 2.6. Fie date dou�a �siruri convergente lim
n→∞

an = a �si lim
n→∞

bn = b. Dac�a an ≤ bn,

∀n ∈ N, atunci a ≤ b.

Demonstra�tie. Fix�am num�arul ε > 0 ��n mod arbitrar. Din de�ni�tia limitei �sirului
numeric deducem c�a

∃N1(ε) ∈ N a.��. a− ε < an < a+ ε, ∀n ≥ N1(ε);
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∃N2(ε) ∈ N a.��. b− ε < bn < b+ ε, ∀n ≥ N2(ε).

Fie n0 = max{N1(ε), N2(ε)}. Atunci inegalit�a�tile de mai sus au loc pentru orice n ≥ n0.

Deci
a− ε < an ≤ bn < b+ ε.

De aici
a− ε < b+ ε ⇐⇒ a− b < 2ε.

Astfel pentru orice num�ar pozitiv ∀ε > 0 avem a − b < 2ε, ceea ce este posibil atunci �si
numai atunci c�and a− b ≤ 0, adic�a a ≤ b.

Remarc�a. Aceast�a teorem�a ne arat�a, c�a dac�a ��ntr-o inegalitate exist�a limitele mem-
brilor st�ang �si drept, atunci putem trece la limit�a ��n ea. �In plus, dac�a condi�tiile teoremei
au loc ��ntr-o form�a mai strict�a: an < bn, ∀n ∈ N, atunci ��n rezultatul trecerii la limit�a
poate ap�area egalitatea membrilor inecua�tiei, adic�a a ≤ b.

Re�tnem, deci c�a la trecerea la limit�a ��ntr-o inegalitate strict�a, trebuie s�a ��nlocuim

semnul inegalit�a�tii stricte ” < ” cu semnul inegalit�a�tii slabe ” ≤ ”.

Exemplu. Fie an =
1

n
, bn =

2

n
, n ∈ N∗. Avem an < bn, ∀n ∈ N∗, dar a = b = 0.

2.2 No�tiune de sub�sir. Teorema Bolzano - Weierstrass

2.2.1 No�tiune de sub�sir. Limita sub�sirului unui �sir convergent

De�ni�tia 2.5. Fie (an)n∈N un �sir numeric, iar (nk)k∈N un �sir strict cresc�ator de numere
naturale. �Sirul (bk)k∈N se nume�ste sub�sir al �sirului (an)n∈N, dac�a bk = ank

pentru �ecare
k ∈ N.

�Sirul (bk)k∈N ��n a�sa caz se noteaz�a simplu cu (ank
)k∈N. Se poate ar�ata c�a nk ≥ k pentru

to�ti k ∈ N.

Exemplu. Fie (an)n∈N∗ , an =
1

n
. Punem:

b1 = 1, b2 =
1

3
, b3 =

1

5
, b4 =

1

7
, . . .

Astfel bk = a2k−1 =
1

2k − 1
, k ∈ N∗.

Deci, dac�a este dat un �sir �si din mul�timea termenilor lui este construit un �sir nou,
atunci acest �sir se nume�ste sub�sir al �sirului dat dac�a ordinea elementelor ��n el este aceea�si
ca �si ��n �sirul ini�tial.

De exemplu, dac�a consider�am �sirul

1, 2, 3, 4, 5, 6, . . . ,
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atunci
1, 3, 5, . . . , 2n+ 1, . . .

este sub�sirul lui, pe c�and
2, 1, 3, 4, . . .

nu este sub�sirul lui.

Teorema 2.7. Dac�a un �sir numeric (an)n∈N are limita a, atunci orice sub�sir al lui are

aceea�si limit�a.

Demonstra�tie. �In orice vecin�atate a punctului a se con�tin to�ti termenii �sirului cu excep�tia
primilor c�a�tiva (un num�ar �nit!) termeni. Dar atunci, ��n orice vecin�atate a punctului a
se con�tin to�ti termenii oric�arui sub�sir al acestui �sir cu excep�tia doar a unui num�ar �nit de
termeni. Deci orice sub�sir al �sirului convergent este convergent �si are aceea�si limit�a a.

Observa�tie. Dac�a un �sir con�tine dou�a sub�siruri convergente cu limite diferite, atunci
�sirul este divergent.

2.2.2 Teorema Bolzano - Weierstrass despre extragerea unui sub�sir

convergent dintr-un �sir m�arginit de numere reale

Teorema 2.8 (Bolzano - Weierstrass). Din orice �sir m�arginit de numere reale se poate

extrage un sub�sir convergent.

Demonstra�tie. Fie (xn)n∈N un �sir m�arginit de numere reale. �Intruc�at �sirul este m�arginit,
exist�a un segment I0 = [a, b] a.��. a ≤ xn ≤ b, ∀n ∈ N.

�Imp�ar�tim segmentul I0 ��n jum�atate �si evident c�a cel pu�tin una din aceste jum�at�a�ti va
con�tine o in�nitate de termeni ai �sirului dat. Not�am jum�atatea respectiv�a cu

I1 = [a1, b1], |I1| =
b− a

2
.

Fie xn1 un termen al �sirului dat, xn1 ∈ I1. �Imp�ar�tim segmentul I1 ��n jum�atate �si not�am
cu

I2 = [a2, b2], |I2| =
b− a

22

acea jum�atate care con�tine o in�nitate de termeni ai �sirului �si �e xn2 un termen arbitrar
cu xn2 ∈ I2 �si n2 > n1.

Prelungind acest proces nem�arginit vom ob�tine un �sir (xnk
)k∈N∗ care este sub�sir al

�sirului dat �si a�sa ��nc�at
ak ≤ xnk

≤ bk, ∀k ∈ N∗.

Segmentele I1, I2, . . . , Ik, . . . formeaz�a un �sir de segmente incluse lungimile c�arora tind la
zero

|Ik| =
b− a

2k
→ 0 c�and k →∞.
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Conform principiului segmentelor incluse

∃!c a.��. ak ≤ c ≤ bk,∀k ∈ N∗

�si
lim
k→∞

ak = lim
k→∞

bk = c.

Dar atunci ��n baza teoremei despre limita �sirului intermediar avem c�a

lim
k→∞

xnk
= c.

2.3 Opera�tii cu �siruri convergente

2.3.1 No�tiune de �sir in�nit mic. Propriet�a�tile �sirurilor in�nit mici

De�ni�tia 2.6. �Sirul de numere reale (an)n∈N se nume�ste in�nit mic dac�a

lim
n→∞

an = 0.

Astfel (an)n∈N este un �sir in�nit mic dac�a

∀ε > 0,∃N(ε) ∈ N a.��. |an| < ε,∀n ≥ N(ε).

De exemplu, �sirul (an)n∈N∗ , an =
1

n
este un in�nit mic.

Teorema 2.9. Suma algebric�a a unui num�ar �nit de �siruri in�nit mici este un �sir in�nit

mic.

Demonstra�tie. Fie (αn)n∈N, (βn)n∈N dou�a �siruri in�nit mici. Trebuie s�a demonstr�am c�a
(αn + βn)n∈N este in�nit mic.

lim
n→∞

αn = 0 ⇐⇒ ∀ε > 0,∃N1(ε) ∈ N a.��. |αn| <
ε

2
,∀n ≥ N1(ε),

lim
n→∞

βn = 0 ⇐⇒ ∀ε > 0,∃N2(ε) ∈ N a.��. |βn| <
ε

2
,∀n ≥ N2(ε).

Fie N0 = max{N1(ε), N2(ε)}. Atunci pentru orice n ≥ N0 ultimele inegalit�a�ti au loc
concomitent. Deci

|αn + βn| ≤ |αn|+ |βn| <
ε

2
+
ε

2
= ε, ∀n ≥ N0,

ceea ce ��nseamn�a c�a
lim

n→∞
(αn + βn) = 0.
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Remarc�a. Suma unui num�ar in�nit de �siruri in�nit mici poate s�a nu �e un �sir in�nit
mic.

De exemplu, consider�am αn =
1

n
→ 0. Observ�am c�a

Sn =
1

n
+

1

n
+ · · ·+ 1

n︸ ︷︷ ︸
n termeni

= n · 1

n
= 1 6= 0,

iar
S ′n =

1

n
+

1

n
+ · · ·+ 1

n︸ ︷︷ ︸
n2 termeni

= n2 · 1

n
= n→∞.

Teorema 2.10. Produsul unui �sir m�arginit �si a unui �sir in�nit mic este un �sir in�nit

mic.

Demonstra�tie. Fie (an)n∈N un �sir m�arginit, adic�a

∃M > 0 a.��. |an| ≤M, ∀n ∈ N.

Fie (αn)n∈N un �sir in�nit mic, atunci

∀ε > 0,∃N(ε) ∈ N a.��. |αn| <
ε

M
,∀n ≥ N(ε).

Dar atunci, pentru orice n ≥ N(ε) avem

|an · αn| < M · ε
M

= ε,

ceea ce conform de�ni�tiei ��nseamn�a c�a �sirul (an · αn)n∈N este in�nit mic.

Corolarul 1. Produsul unui �sir convergent �si a unui �sir in�nit mic este un �sir in�nit

mic.

Corolarul 2. Produsul a dou�a �siruri in�nit mici este un �sir in�nit mic.

2.3.2 No�tiune de �sir in�nit mare

De�ni�tia 2.7. �Sirul (an)n∈N se nume�ste in�nit mare, dac�a

∀M > 0,∃N(M) ∈ N a.��. |an| > M,∀n ≥ N(M).

Se noteaz�a
lim

n→∞
an = ∞.

Din punct de vedere geometric, aceasta ��nseamn�a c�a dac�a vom lua un num�ar arbitrar
M > 0 oric�at de mare, atunci o in�nitate de termeni ai �sirului se a��a ��n exteriorul
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segmentului [−M,M ], iar ��n interiorul acestui segment se a��a doar un num�ar �nit de
termeni.

Dac�a (an)n∈N este un �sir in�nit mare �si

∀M > 0,∃N(M) ∈ N a.��. an > M,∀n ≥ N(M),

atunci not�am
lim

n→∞
an = +∞,

iar dac�a
∀M > 0,∃N(M) ∈ N a.��. an < −M, ∀n ≥ N(M),

atunci not�am
lim

n→∞
an = −∞.

Exemple.
1. (an)n∈N, an = n2 este un �sir in�nit mare: lim

n→∞
n2 = +∞.

2. (an)n∈N, an = (−1)n · n este un �sir in�nit mare: lim
n→∞

(−1)n · n = ∞.

3. (an)n∈N∗ ,

an =

 n2, pentru n par;
1

n
, pentru n impar

este un �sir nem�arginit, dar nu este in�nit mare, deoarece ��n exteriorul oric�arui segment
[−M,M ] exist�a o in�nitate de termeni ai �sirului, dar �si ��n interiorul acestui segment de
asemenea se con�tin o in�nitate de termeni ai �sirului.

Teorema 2.11. Dac�a �sirul (αn)n∈N este in�nit mic �si to�ti termenii lui sunt nenuli, atunci

�sirul (an)n∈N, an =
1

αn

este in�nit mare.

Teorema 2.12. Dac�a �sirul (an)n∈N este in�nit mare, atunci �sirul (αn)n∈N, αn =
1

an

este

in�nit mic.

Exerci�tiu. Demonstra�ti teoremele 2.11 �si 2.12.

2.3.3 Condi�tia necesar�a �si su�cient�a ca un num�ar s�a �e limita

unui �sir

Teorema 2.13. Pentru ca num�arul a s�a �e limita �sirului (an)n∈N este necesar �si su�cient

ca termenul general al �sirului s�a admit�a prezentarea ��n forma

an = a+ αn,

unde αn este termenul general al unui �sir in�nit mic.
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Demonstra�tie. Necesitatea. Fie lim
n→∞

an = a. Conform de�ni�tiei limitei �sirului numeric
avem urm�atoarele:

lim
n→∞

an = a⇐⇒ ∀ε > 0,∃N(ε) ∈ N a.��. |an − a| < ε,∀n ≥ N(ε).

Punem αn = an − a. �Si deci |αn| < ε,∀n ≥ N(ε), ceea ce ��nseamn�a c�a (αn)n∈N este un �sir
in�nit mic.

Su�cien�ta. Fie an = a+αn. Atunci αn = an− a �si ��n baza de�ni�tiei �sirului in�nit mic
avem

∀ε > 0,∃N(ε) ∈ N a.��. |αn| < ε,∀n ≥ N(ε).

Deci |an − a| < ε pentru to�ti n ≥ N(ε) ceea ce ��nseamn�a c�a

lim
n→∞

an = a.

2.3.4 Opera�tii cu �siruri convergente

Teorema 2.14. Suma algebric�a a dou�a �siruri convergente este un �sir convergent �si ��n

plus, dac�a an → a, bn → b, atunci

an + bn → a+ b.

Demonstra�tie.

lim
n→∞

an = a⇐⇒ an = a+ αn, unde αn → 0, n→∞,

lim
n→∞

bn = b⇐⇒ bn = b+ βn, unde βn → 0, n→∞.

Deci

an + bn = (a+ b) + (αn + βn).

Fie γn = αn + βn. Conform Teoremei 2.9 avem c�a γn → 0, c�and n→∞. Deci

an + bn = (a+ b) + γn, unde γn → 0, n→∞,

ceea ce conform Teoremei 2.13 ��nseamn�a c�a an + bn → a+ b.

Teorema 2.15. Produsul a dou�a �siruri convergente este un �sir convergent �si ��n plus, dac�a

an → a, bn → b, atunci

an · bn → a · b.
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Demonstra�tie.

lim
n→∞

an = a⇐⇒ an = a+ αn, unde αn → 0, n→∞,

lim
n→∞

bn = b⇐⇒ bn = b+ βn, unde βn → 0, n→∞.

Deci
an · bn = a · b+ a · βn + b · αn + αn · βn.

Fie γn = a · βn + b · αn + αn · βn. Conform Teoremelor 2.9 �si 2.10 avem c�a γn → 0, c�and
n→∞. Deci

an · bn = a · b+ γn, unde γn → 0, n→∞,

ceea ce conform Teoremei 2.13 ��nseamn�a c�a an · bn → a · b.

Corolarul 1. Dac�a an → a, atunci pentru orice constant�a C avem

lim
n→∞

C · an = C · lim
n→∞

an = C · a,

adic�a factorul constant poate � scos ��n fa�ta semnului de limit�a.
Corolarul 2. Dac�a an → a �si k este un num�ar natural �xat, atunci

lim
n→∞

ak
n =

(
lim

n→∞
an

)k

= ak.

Teorema 2.16. Dac�a an → a �si bn → b, b 6= 0, atunci

an

bn
→ a

b
.

Demonstra�tie.

lim
n→∞

an = a⇐⇒ an = a+ αn, unde αn → 0, n→∞,

lim
n→∞

bn = b⇐⇒ bn = b+ βn, unde βn → 0, n→∞.

S�a calcul�am diferen�ta

an

bn
− a

b
=
a+ αn

b+ βn

− a

b
=
ab+ bαn − ab− aβn

b(b+ βn)
=

1

b(b+ βn)
(bαn − aβn).

Putem considera b > 0 �si atunci deoarece bn → b, exist�a un rang n0 a�sa ��nc�at

bn >
b

2
, ∀n ≥ n0 sau

1

bn
<

2

b
, ∀n ≥ n0.

Prin urmare,

0 <
1

b(b+ βn)
=

1

b
· 1

bn
<

1

b
· 2

b
=

2

b2
,

deci �sirul (
1

b(b+ βn)

)
n∈N
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este m�arginit. Dar atunci �sirul cu termenul general

1

b · bn
(bαn − aβn) = γn

este in�nit mic �si prin urmare
an

bn
− a

b
→ 0.

2.3.5 Nedetermin�ari

�In cele de mai sus, nu am cercetat �sirurile in�nit mari �si nici cazul c�and la calculul
limitei c�atului a dou�a �siruri, limita numitorului este egal�a cu 0.

Teorema 2.17.

(an → −∞ �si bn → b, b ∈ R) ⇒ an + bn → −∞

(an → +∞ �si bn → b, b ∈ R) ⇒ an + bn → +∞

(an → −∞ �si bn → −∞) ⇒ an + bn → −∞

(an → +∞ �si bn → +∞) ⇒ an + bn → +∞.

Remarca 1. Se consider�a lipsit�a de sens expresia

+∞−∞,

care se nume�ste nedeterminare.

Exemple.
1. an = n2 + n→ +∞, bn = −n2 → −∞ : an + bn → [+∞−∞] = n→ +∞.

2. an = n2 → +∞, bn = −n2 + 3 → −∞ : an + bn → [+∞−∞] = 3.

3. an = n2 → +∞, bn = −n2 +
1

n
→ −∞ : an + bn → [+∞−∞] =

1

n
→ 0.

4. an = n2 → +∞, bn = −n2 + (−1)n → −∞ : an + bn → [+∞−∞] = (−1)n, �sirul
nu are limit�a.

Teorema 2.18.
(an → −∞, bn → b, b > 0) ⇒ an · bn → −∞

(an → −∞, bn → b, b < 0) ⇒ an · bn → +∞

(an → +∞, bn → b, b > 0) ⇒ an · bn → +∞

(an → +∞, bn → b, b < 0) ⇒ an · bn → −∞

(an → +∞, bn → +∞) ⇒ an · bn → +∞

(an → +∞, bn → −∞) ⇒ an · bn → −∞

(an → −∞, bn → −∞) ⇒ an · bn → +∞.
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Remarca 2. Se consider�a lipsit�a de sens expresia

0 · ∞,

care se nume�ste nedeterminare.

Exemple.

1. an =
1

n
→ 0, bn = n→ +∞ : an · bn → [0 · ∞] = 1.

2. an =
1

n
→ 0, bn = n2 → +∞ : an · bn → [0 · ∞] = n→ +∞.

3. an =
1

n2
→ 0, bn = n→ +∞ : an · bn → [0 · ∞] =

1

n
→ 0.

Teorema 2.19.
(an → a, a ∈ R, bn →∞) ⇒ an

bn
→ 0

(an → a, a > 0, bn → 0) ⇒ an

bn
→

{
+∞, dac�a bn > 0

−∞, dac�a bn < 0.

Remarca 3. Se consider�a lipsite de sens expresiile

0

0
�si

∞
∞
.

Exemple.

1. an = n→ +∞, bn = n2 → +∞ :
an

bn
→
[∞
∞

]
=

1

n
→ 0.

2. an = n→ +∞, bn = 2n→ +∞ :
an

bn
→
[∞
∞

]
=

1

2
.

3. an = n→ +∞, bn = (−1)n · n→∞ :
an

bn
→
[∞
∞

]
= (−1)n � nu are limit�a.

4. an =
1

n2
→ 0, bn =

1

n3
→ 0 :

an

bn
→
[
0

0

]
= n→ +∞.

5. an =
1

n2
→ 0, bn =

2

n2
→ 0 :

an

bn
→
[
0

0

]
=

1

2
.

Exerci�tiu. Fie c�a �sirul (an)n∈N este convergent, iar �sirul (bn)n∈N este divergent.
Ce pute�ti a�rma despre comportarea �sirurilor (an + bn)n∈N, (an · bn)n∈N? Argumenta�ti
r�aspunsul.

2.4 �Siruri monotone de numere reale. Convergen�ta lor

2.4.1 Marginea superioar�a �si marginea inferioar�a a unui �sir. �Siruri

monotone

De�ni�tia 2.8. Fie (an)n∈N un �sir m�arginit de numere reale. Marginea superioar�a (infe-

rioar�a) a �sirului (an)n∈N se nume�ste marginea superioar�a (inferioar�a ) a mul�timii valorilor
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termenilor �sirului. Se noteaz�a

sup
n
an (corespunz�ator inf

n
an).

Deci, num�arul β este marginea superioar�a a �sirului (an)n∈N dac�a �si numai dac�a
1. ∀n ∈ N : an ≤ β,

2. ∀ε > 0,∃N(ε) ∈ N a.��. aN(ε) > β − ε.

Num�arul α este marginea inferioar�a a �sirului (an)n∈N dac�a �si numai dac�a
1. ∀n ∈ N : an ≥ α,

2. ∀ε > 0,∃N(ε) ∈ N a.��. aN(ε) < α + ε.

De�ni�tia 2.9. �Sirul (an)n∈N se nume�ste:
� strict cresc�ator, dac�a ∀n ∈ N : an < an+1;

� cresc�ator, dac�a ∀n ∈ N : an ≤ an+1;

� strict descresc�ator, dac�a ∀n ∈ N : an > an+1;

� descresc�ator, dac�a ∀n ∈ N : an ≥ an+1.

�Sirul care apar�tine oric�arei din clasele men�tionate mai sus se nume�ste �sir monoton.

Exemple.
a) 1, 2, 3, . . . , n, . . . este un �sir strict cresc�ator.
b) 1, 1, 2, 2, 3, 3, . . . , n, n, . . . este un �sir cresc�ator.
c) 1,−1, 1,−1, . . . , (−1)n+1, . . . nu este �sir monoton.

2.4.2 Teorema despre existen�ta limitei unui �sir monoton

Teorema 2.20. Orice �sir numeric cresc�ator m�arginit superior are limit�a egal�a cu marginea

superioar�a a lui.

Demonstra�tie. Fie (an)n∈N un �sir cresc�ator, m�arginit superior �si �e sup
n
an = β. Fix�am

��n mod arbitrar num�arul pozitiv ε. Din faptul c�a β este marginea superioar�a a �sirului
rezult�a c�a

∃N(ε) ∈ N a.��. aN(ε) > β − ε,

iar deoarece �sirul este cresc�ator, avem

an ≥ aN(ε),∀n > N(ε).

A�sadar, ∀n > N(ε) :

β − ε < aN(ε) ≤ an ≤ β < β + ε,

adic�a
|an − β| < ε, ∀n > N(ε),

ceea ce ��nseamn�a c�a β = lim
n→∞

an.
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Teorema 2.21. Orice �sir numeric descresc�ator m�arginit inferior are limit�a egal�a cu

marginea inferioar�a a lui.

Teorema 2.22. Orice �sir numeric monoton �si m�arginit de numere reale este convergent.

2.4.3 Num�arul e

S�a cercet�am �sirul numeric (an)n∈N∗ cu termenul general

an =

(
1 +

1

n

)n

.

S�a demonstra�am c�a acest �sir are limit�a. Mai ��nt�ai vom transforma termenul general
aplic�and formula binomului lui Newton

(a+ b)n = an +
n

1
an−1b+

n(n− 1)

1 · 2
an−2b2 + · · ·+ n(n− 1) . . . (n− (k − 1))

1 · 2 · · · k
an−kbk + · · ·+

+
n(n− 1) · · · (n− (n− 1))

1 · 2 · · ·n
bn.

Astfel

an =

(
1 +

1

n

)n

= 1 + n · 1

n
+
n(n− 1)

1 · 2
· 1

n2
+
n(n− 1)(n− 2)

1 · 2 · 3
· 1

n3
+ · · ·+

+
n(n− 1)(n− 2) . . . (n− (n− 1))

1 · 2 · 3 · . . . · n
· 1

nn
=

= 1+1+
1

2!

(
1− 1

n

)
+

1

3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+· · ·+ 1

n!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− n− 1

n

)
;

an+1 = 1 + 1 +
1

2!

(
1− 1

n+ 1

)
+

1

3!

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
+ · · ·+

+
1

n!

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
· · ·
(

1− n− 1

n+ 1

)
+

1

(n+ 1)!

(
1− 1

n+ 1

)
· · ·
(

1− n

n+ 1

)
.

Observ�am c�a �ecare termen din expresia pentru an+1 este mai mare dec�at termenul core-
spunz�ator din expresia pentru an �si ��n plus, an+1 con�tine cu un termen pozitiv mai mult
dec�at an. Prin urmare

an < an+1.

S�a ne convingem, c�a �sirul dat este m�arginit. Observ�am c�a

an < 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
< 1 + 1 +

1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n
=

= 1 +
1− 1

2n

1− 1

2

< 1 +
1

1− 1

2

= 3,∀n ∈ N∗.
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A�sadar, �sirul

an =

(
1 +

1

n

)n

, n = 1, 2, . . .

este strict ctresc�ator �si m�arginit superior, �si deci convergent. Limita acestui �sir se noteaz�a
cu e gra�tie matematicianului, mecanicianului, astronomului �si �zicianului elve�tian Leo-

nhard Euler (Basel, 15.04.1707 - Sankt Petersburg, 18.09.1783).

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= 2, 718281828459045 . . .

e este un num�ar transcendent, fapt care pentru prima dat�a a fost demonstrat ��n anul 1873
de c�atre matematicianul francez Charles Hermite (Dieuze, 24.12.1822 - Paris, 14.01.1901).

2.4.4 Limita superioar�a �si limita inferioar�a a unui �sir

Din termenii unui �sir de numere reale putem alc�atui o in�nitate de sub�siruri. �In
cazul c�and sub�sirul extras este convergent, limita lui se nume�ste limit�a par�tial�a a �sirului

dat. Conform teoremei Bolzano - Weierstrass orice �sir are cel pu�tin o limit�a par�tial�a
�nit�a sau in�nit�a. De aici reiese c�a orice �sir poate avea mai multe limite par�tiale �si o
importan�t�a deosebit�a au cea mai mare �si cea mai mic�a limit�a par�tial�a. Deoarece �sirurile
sunt considerate ��n R, cea mai mare limit�a par�tial�a poate � +∞, iar cea mai mic�a −∞.

De�ni�tia 2.10. Se nume�ste limit�a superioar�a a �sirului (an)n∈N cea mai mare limit�a
par�tial�a a lui �si se noteaz�a

lim
n→∞

an sau lim sup
n→∞

an.

De�ni�tia 2.11. Se nume�ste limit�a inferioar�a a �sirului (an)n∈N cea mai mic�a limit�a
par�tial�a a lui �si se noteaz�a

lim
n→∞

an sau lim inf
n→∞

an.

Din aceste de�ni�tii rezult�a

lim
n→∞

an = lim
n→∞

sup{ak | k ≥ n},

lim
n→∞

an = lim
n→∞

inf{ak | k ≥ n}.

Observ�am c�a limita superioar�a este limita unui �sir descresc�ator �si deci va coincide cu
marginea inferioar�a a mul�timii termenilor �sirului (bn)n∈N, unde bn = sup{ak | k ≥ n},
adic�a

lim
n→∞

an = inf
n∈N

sup
k≥n

ak.

La fel, se observ�a c�a limita inferioar�a este limita unui �sir cresc�ator �si deci va coincide
cu marginea superioar�a a mul�timii termenilor �sirului (cn)n∈N, unde cn = inf{ak | k ≥ n},
adic�a

lim
n→∞

an = sup
n∈N

inf
k≥n

ak.
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Exemple.
1) an = (−1)n, n ∈ N,

lim
n→∞

an = 1, lim
n→∞

an = −1.

2) an = (−1)n · n, n ∈ N,

lim
n→∞

an = +∞, lim
n→∞

an = −∞.

3) an =
(−1)n

n
, n ∈ N∗,

lim
n→∞

an = 0, lim
n→∞

an = 0.

Teorema 2.23. Orice �sir de numere reale are limit�a superioar�a �si limit�a inferioar�a ��n R.

Teorema 2.24. Un �sir (an)n∈N de numere reale este convergent dac�a �si numai dac�a este

m�arginit �si

lim
n→∞

an = lim
n→∞

an.

Urm�atoarea teorem�a exprim�a condi�tiile necesare �si su�ciente ca un num�ar dat s�a �e
limita superioar�a a unui �sir dat.

Teorema 2.25. Pentru ca num�arul a s�a �e limita superioar�a a �sirului (an)n∈N este necesar

�si su�cient ca pentru orice num�ar pozitiv ε > 0 s�a �e satisf�acute urm�atoarele condi�tii:

i) ∃N(ε) ∈ N a.��. an < a+ ε, ∀n > N(ε),

ii) ∀N0 ∈ N,∃N ′(ε,N0) ∈ N a.��. N ′ > N0 �si aN ′ > a− ε.

Prima condi�tie din punct de vedere geometric exprim�a faptul c�a pentru orice ε > 0

�xat, o submul�time in�nit�a de termeni ai �sirului (an)n∈N satisfac condi�tia an < a + ε �si
numai o mul�time �nit�a de termeni poate satisface condi�tia an ≥ a+ ε.

Condi�tia a doua ��nseamn�a c�a pentru ε > 0 arbitrar �xat exist�a o submul�time in�nit�a
de termeni ai �sirului (an)n∈N care satisfac condi�tia an > a− ε.

2.5 �Siruri Cauchy

2.5.1 No�tiune de �sir Cauchy. M�arginirea unui �sir Cauchy

De�ni�tia 2.12. �Sirul (an)n∈N se nume�ste �sir Cauchy dac�a pentru orice ε > 0 exist�a un
rang N(ε) ∈ N, astfel ��nc�at pentru orice n > N(ε) �si m > N(ε) s�a avem |am − an| < ε.

Teorema 2.26. Orice �sir Cauchy de numere reale este m�arginit.

Demonstra�tie. Fie (an)n∈N un �sir Cauchy. Atunci ∀ε > 0, ∃N(ε) ∈ N a.��.

|am − an| < ε,∀m > N(ε),∀n > N(ε).
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Fie ε = 1 �si not�am n0 = N(1) + 1. Atunci putem lua m = n0 �si deci avem |an − an0| < 1,

∀n > N(1). Deci

|an| = |an − an0 + an0| ≤ |an − an0|+ |an0| < 1 + |an0| = M0,∀n > N(1).

Fie M = max{|a1|, |a2|, . . . , |aN(1)|,M0}. Atunci |an| ≤ M, ∀n ∈ N, ceea ce ��nseamn�a c�a
�sirul (an)n∈N este m�arginit.

2.5.2 Criteriul lui Cauchy de convergen�t�a a �sirurilor de numere

reale

Teorema 2.27. Un �sir (an)n∈N de numere reale este convergent dac�a �si numai dac�a este

un �sir Cauchy.

Demonstra�tie. Necesitatea. Fie lim
n→∞

an = a, atunci ∀ε > 0, ∃N(ε) ∈ N a.��.

|an − a| < ε

2
,∀n > N(ε).

Dac�a m > N(ε) atunci |am − a| < ε

2
. Astfel pentru orice n > N(ε) �si orice m > N(ε)

avem
|an − am| = |an − a+ a− am| ≤ |an − a|+ |a− am| <

ε

2
+
ε

2
= ε,

adic�a �sirul (an)n∈N este fundamental.
Su�cien�ta. Fie c�a (an)n∈N este un �sir Cauchy. Conform Teoremei 2.26 el este m�arginit,

iar conform Teoremei Bolzano -Weierstrass din el putem extrage un sub�sir convergent
(ank

)k∈N �si �e
lim
k→∞

ank
= a.

Dar atunci
∀ε > 0,∃K(ε) ∈ N a.��. |ank

− a| < ε

2
,∀k > K(ε).

Din faptul c�a �sirul dat este un �sir Cauchy, pentru num�arul ε deja �xat vom g�asi un rang
N(ε) astfel ��nc�at

|an − am| <
ε

2
.

Fie N0 = max{nK(ε), N(ε)}, atunci pentru to�ti n > N0 �si nk > N0 avem

|an − a| = |an − ank
+ ank

− a| ≤ |an − ank
|+ |ank

− a| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Prin urmare, lim
n→∞

an = a.



Capitolul 3

Limita �si continuitatea func�tiei de o

variabil�a real�a

3.1 Limita unei func�tii ��ntr-un punct

3.1.1 No�tiune de punct de acumulare pentru o mul�time. Exemple

De�ni�tia 3.1. Fie I ⊂ R. Un punct x0 ∈ R se nume�ste punct de limit�a sau punct de

acumulare pentru mul�timea I, dac�a ��n orice vecin�atate a acestui punct se con�tin puncte
din mul�timea I diferite de x0, adic�a dac�a

∀ε > 0,∃y ∈ I, y 6= x0 a.��. |y − x0| < ε.

Mul�timea punctelor de acumulare ale mul�timii I se nume�stemul�time derivat�a �si se noteaz�a
cu I ′.

Exemple.
1) Fie I = [0, 1]. Mul�timea derivat�a este I ′ = I.

2) Pentru mul�timea I = (0, 1] ∪ {2} mul�timea derivat�a este segmentul [0, 1].

3) Pentru mul�timea I =

{
1

n
| n ∈ N

}
mul�timea derivat�a este I ′ = {0}.

4) Mul�timea I =

{
1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

100

}
nu are puncte de limit�a, I ′ = ∅.

Remarc�a. Punctul de limit�a a unei mul�timi poate s�a apar�tin�a sau s�a nu apar�tin�a
mul�timii.

De�ni�tia 3.2. Un punct x ∈ I se nume�ste punct izolat al mul�timii I dac�a el nu este
punct de acumulare pentru acest�a mul�time, adic�a dac�a exist�a o vecin�atate a lui ��n care
nu se con�tin alte puncte din I.

Teorema 3.1. Fie x0 este un punct de acumulare pentru mul�timea I ⊂ R. Atunci exist�a
un �sir (xn)n∈N∗ de puncte din I diferite de x0 care converge la x0, adic�a:

51
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1) ∀n ≥ 1,∃xn ∈ I, xn 6= x0,

2) lim
n→∞

xn = x0.

Fie I ⊂ R �si x0 este un punct de acumulare pentru I. Vom nota cu
·
U (x0, ε) vecin�atatea

g�aurit�a a punctului x0 :

·
U (x0, ε) = (x0 − ε, x0) ∪ (x0, x0 + ε).

Pe viitor vom studia func�tiile f : I → R, I 6= ∅.

3.1.2 De�ni�tia limitei func�tiei de o variabil�a real�a ��ntr-un punct

��n sensul lui Cauchy �si ��n sensul lui Heine

De�ni�tia 3.3 (De�ni�tia limitei func�tiei ��ntr-un punct ��n sensul lui Cauchy,
de�ni�tia ��n termenii ε − δ). Fie x0 un punct de acumulare pentru mul�timea I ⊂ R
�si f : I → R. Num�arul A ∈ R se nume�ste limita func�tiei f ��n punctul x0, dac�a pentru
orice num�ar pozitiv ε > 0 exist�a un num�ar δ(ε) > 0 astfel ��nc�at pentru toate punctele

x ∈ I∩
·
U (x0, δ) are loc inegalitatea

|f(x)− A| < ε.

Se noteaz�a
lim

x→x0

f(x) = A sau f(x) → A, x→ x0.

Deci

lim
x→x0

f(x) = A
def⇐⇒ ∀ε > 0,∃δ(ε) > 0 a.��. |f(x)−A| < ε,∀x ∈ I, x 6= x0, |x−x0| < δ(ε)

sau

lim
x→x0

f(x) = A
def⇐⇒ ∀U(A, ε),∃

·
U (x0, δ) a.��. f(I∩

·
U (x0, δ)) ⊂ U(A, ε).

Remarc�a. De�ni�tia limitei unei func�tii se d�a ��ntr-un punct de acumulare al mul�timii
de de�ni�tie I, adic�a��ntr-un punct pentru care avem asigurat�a posibilitatea de a ne apropia
de el prin puncte din mul�timea pe care este de�nit�a func�tia f.

Exemplu. Demonstra�ti c�a func�tia f(x) = 3x − 1 are limita egal�a cu 5 ��n punctul
x0 = 2.

Solu�tie. Fix�am ��n mod arbitrar num�arul ε > 0. Trebuie s�a g�asim un a�sa num�ar δ > 0

��nc�at, pentru to�ti x 6= 2 cu |x − 2| < δ s�a aib�a loc inegalitatea |(3x − 1) − 5| < ε. S�a
cercet�am rela�tia |(3x− 1)− 5| < ε �si s�a o rezolv�am ��n raport cu |x− 2|. Avem

|(3x− 1)− 5| < ε⇔ |3x− 6| < ε⇔ |x− 2| < ε

3
.
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Astfel dac�a pentru num�arul arbitrar �xat ε > 0 vom lua δ(ε) =
ε

3
, atunci pentru toate

punctele x 6= 2 cu |x− 2| < δ va avea loc inegalitatea |(3x− 1)− 5| < ε, ceea ce conform
de�ni�tiei limitei func�tiei ��nseamn�a c�a

lim
x→2

(3x− 1) = 5.

De�ni�tia 3.4. Fie x0 ∈ R un punct de acumulare pentru mul�timea I ⊂ R �si f : I → R.
Vom spune c�a func�tia f(x) are limita +∞ ��n punctul x0, dac�a

∀M > 0,∃δ(M) > 0 a.��. f(x) > M, ∀x ∈ I∩
·
U (x0, δ).

De�ni�tia 3.5. Fie x0 ∈ R un punct de acumulare pentru mul�timea I ⊂ R �si f : I → R.
Vom spune c�a func�tia f(x) are limita −∞ ��n punctul x0, dac�a

∀M > 0,∃δ(M) > 0 a.��. f(x) < −M, ∀x ∈ I∩
·
U (x0, δ).

De�ni�tia 3.6. Fie x0 = +∞ un punct de acumulare pentru mul�timea I. Num�arul A se
nume�ste limita func�tiei f(x) c�and x→ +∞ dac�a

∀ε > 0,∃∆ ∈ R a.��. |f(x)− A| < ε,∀x ∈ I, x > ∆.

De�ni�tia 3.7 (De�ni�tia limitei func�tiei��ntr-un punct��n sensul lui Heine, de�ni�tia
cu �siruri). Fie x0 un punct de acumulare pentru mul�timea I ⊂ R (posibil x0 = −∞ sau
x0 = +∞). Fie f : I → R.

Num�arul A (posibil A = −∞ sau A = +∞) se nume�ste limita func�tiei f ��n punctul

x0 dac�a pentru orice �sir de puncte (xn)n∈N∗ , xn ∈ I \ {x0}, xn 6= x0 convergent la x0

(xn → x0, n→ +∞) �sirul corespunz�ator de valori ale func�tiei converge la A

lim
n→∞

f(xn) = A.

3.1.3 Echivalen�ta de�ni�tiilor limitei unei func�tii ��ntr-un punct ��n

sensul lui Cauchy �si ��n sensul lui Heine

Teorema 3.2. De�ni�tiile limitei func�tiei ��ntr-un punct ��n sensul lui Heine �si ��n sensul

lui Cauchy sunt echivalente.

Demonstra�tie. Echivalen�ta a dou�a a�rma�tii D �si D′ ��nseamn�a c�a dac�a este adev�arat�a
a�rma�tia D, atunci este adev�arat�a �si a�rma�tia D′ �si invers.

Fie c�a num�arul A este limita func�tiei f(x) ��n punctul x0 ��n sensul de�ni�tiei lui Heine,
adic�a pentru orice �sir (xn)n∈N∗ , xn ∈ I \ {x0}, xn → x0 avem f(xn) → A. Trebuie s�a
ar�at�am c�a ∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0 a.��.

|f(x)− A| < ε,∀x ∈ I : 0 < |x− x0| < δ.
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Vom admite contrariul, �e c�a A nu este limita func�tiei f(x) ��n punctul x0 ��n sensul
de�ni�tiei lui Cauchy, adic�a

∃ε > 0 a.��. ∀δ > 0,∃xδ 6= x0, |xδ − x0| < δ �si |f(xδ)− A| ≥ ε.

Vom alege ��n mod arbitrar un �sir (δn)n∈N∗ , δn > 0 convergent la 0, d.e. δn =
1

n
. Atunci

pentru �ecare δn (deci pentru �ecare n) se va g�asi un astfel de punct xn ��nc�at xn 6= x0 �si
|xn − x0| < δn �si

|f(xn)− A| ≥ ε. (3.1)

Deoarece δn → 0, rezult�a c�a xn → x0, dar din (3.1) rezult�a c�a �sirul (f(xn))n∈N∗ nu converge
la A, dar aceasta contrazice faptul c�a A este limita func�tiei f(x) ��n punctul x0 ��n sensul
de�ni�tiei lui Heine. Contradic�tia ob�tinut�a demonstreaz�a a�rma�tia.

Fie acum c�a A este limita func�tiei f(x) ��n punctul x0 ��n sensul de�ni�tiei lui Cauchy.
Atunci

∀ε > 0,∃δ(ε) > 0 a.��. |f(x)− A| < ε,∀x ∈ I, x 6= x0, |x− x0| < δ(ε). (3.2)

Fie (xn)n∈N∗ un �sir arbitrar convergent la x0, xn 6= x0. Dar atunci, pentru num�arul δ = δ(ε)

vom g�asi un rang N(δ(ε)) ∈ N∗ a�sa ��nc�at

|xn − x0| < δ, ∀n > N(δ).

Dar atunci ��n baza condi�tiei (3.2) vom avea c�a

|f(xn)− A| < ε,∀n > N(δ),

dar aceasta �si ��nseamn�a c�a f(xn) → A, n→∞, adic�a num�arul A este limita func�tiei f(x)

��n punctul x0 ��n sensul de�ni�tiei lui Heine.

3.2 Propriet�a�tile func�tiilor care au limit�a ��ntr-un punct

3.2.1 Unicitatea limitei func�tiei ��ntr-un punct

Teorema 3.3. Dac�a func�tia f : I → R are limit�a ��n punctul x0 ∈ I ′, atunci aceast�a limit�a

este unic�a.

Demonstra�tie. Admitem contrariul �si anume c�a func�tia f(x) ��n punctul x0 are dou�a
limite diferite A �si A′. �Si �e (xn)n∈N∗ , xn ∈ I \ {x0} �si xn → x0, n → ∞. Atunci �sirul
valorilor corespunz�atoare ale func�tiei (f(xn))n∈N∗ ar trebui s�a aib�a dou�a limite diferite A
�si A′, dar aceasta este imposibil, deoarece dac�a un �sir numeric are limit�a, atunci ea este
unic�a.
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Remarc�a. Dac�a putem construi dou�a �siruri de puncte (x′n)n∈N∗ �si (x′′n)n∈N∗ , x
′
n ∈

I \ {x0}, x′′n ∈ I \ {x0} convergente la x0 astfel ��nc�at �sirurile corespunz�atoare de valori ale
func�tiei (f(x′n))n∈N∗ �si (f(x′′n))n∈N∗ au limite diferite sau ��n general nu au limit�a, atunci
func�tia f(x) nu are limit�a ��n punctul x0.

Exemplu. S�a ar�at�am c�a func�tia f(x) = sin
1

x
nu are limit�a ��n punctul x0 = 0. Fie

x′n =
1

nπ
, x′n → 0,

f(x′n) = sinnπ = 0.

Fie x′′n =
1

π

2
+ 2nπ

, x′′n → 0,

f(x′′n) = sin
(π

2
+ 2nπ

)
= sin

π

2
= 1.

Am determinat astfel dou�a �siruri de puncte convergente la 0 pentru care �sirurile valo-
rilor corespunz�atoare ale func�tiei converg la limite diferite. Prin urmare,

6 ∃ lim
x→0

sin
1

x
.

3.2.2 Limite laterale

Fie func�tia f(x) este de�nit�a pe intervalul a < x < x0.

De�ni�tia 3.8. Vom spune c�a num�arul As este limita la st�anga a func�tiei f(x) ��n punctul

x0 �si vom nota
As = f(x0 − 0) = lim

x→x0

x<x0

f(x) = lim
x→x−0

f(x)

dac�a pentru orice �sir de puncte (xn)n∈N∗ , a < xn < x0, xn → x0 �sirul corespunz�ator de
valori ale func�tiei (f(xn))n∈N∗ converge la As.

Sau echivalent ��n termenii ”ε− δ”

As = f(x0−0) = lim
x→x0

x<x0

f(x) ⇐⇒ ∀ε > 0,∃δ(ε) > 0 a.��. |f(x)−As| < ε,∀x cu x0−δ < x < x0.

Fie func�tia f(x) este de�nit�a pe intervalul x0 < x < a.

De�ni�tia 3.9. Vom spune c�a num�arul Ad este limita la dreapta a func�tiei f(x) ��n punctul

x0 �si vom nota
Ad = f(x0 + 0) = lim

x→x0

x>x0

f(x) = lim
x→x+

0

f(x)

dac�a pentru orice �sir de puncte (xn)n∈N∗ , x0 < xn < a, xn → x0 �sirul corespunz�ator de
valori ale func�tiei (f(xn))n∈N∗ converge la Ad.
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Sau echivalent ��n termenii ”ε− δ”

Ad = f(x0+0) = lim
x→x0

x>x0

f(x) ⇐⇒ ∀ε > 0,∃δ(ε) > 0 a.��. |f(x)−Ad| < ε,∀x cu x0 < x < x0+δ.

Exemplu.

f(x) = signx =


−1, dac�a x < 0

0, dac�a x = 0

1, dac�a x > 0.

f(0− 0) = lim
x→x0

x<x0

f(x) = −1, f(0 + 0) = lim
x→x0

x>x0

f(x) = 1.

Teorema 3.4. Pentru ca func�tia f(x) de�nit�a pe un interval I care con�tine punctul x0

s�a aib�a limita A ��n acest punct este necesar �si su�cient ca ��n acest punct s�a existe limita

la st�anga �si limita la dreapta a func�tiei date �si s�a aib�a loc egalitatea

lim
x→x0

x<x0

f(x) = lim
x→x0

x>x0

f(x) = A.

Demonstra�tie. Necesitatea. Dac�a

lim
x→x0

f(x) = A,

atunci din de�ni�tia limitei func�tiei imediat rezult�a c�a As = Ad = A.

Su�cien�ta.

A = Ad = lim
x→x0

x>x0

f(x) ⇐⇒ ∀ε > 0,∃δ1(ε) > 0 a.��. |f(x)− A| < ε,∀x, x0 < x < x0 + δ1.

A = As = lim
x→x0

x<x0

f(x) ⇐⇒ ∀ε > 0,∃δ2(ε) > 0 a.��. |f(x)− A| < ε,∀x, x0 − δ2 < x < x0.

Punem δ(ε) = min{δ1(ε), δ2(ε)}. Atunci pentru to�ti x ∈ I, x 6= x0, x0− δ < x < x0 + δ va
avea loc inegalitatea |f(x)− A| < ε, ceea ce ��nseamn�a c�a f(x) → A, x→ x0.

3.2.3 M�arginirea �si p�astrarea semnului unei func�tii care are limit�a

��ntr-un punct

Teorema 3.5. Dac�a func�tia f(x) are limita �nit�a A ��n punctul x0, atunci ��ntr-o vecin�atate

perforat�a
·
U (x0) func�tia f(x) este m�arginit�a, adic�a

∃M > 0 a.��. |f(x)| ≤M, ∀x ∈
·
U (x0).
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Demonstra�tie.

lim
x→x0

f(x) = A
def⇐⇒ ∀ε > 0,∃δ(ε) > 0 a.��. |f(x)− A| < ε,∀x ∈

·
U (x0, δ).

Punem ε = 1, atunci |f(x)− A| < 1,∀x ∈
·
U (x0, δ), iar

|f(x)| = |f(x)− A|+ |A| < 1 + |A| = M, ∀x ∈
·
U (x0, δ).

Teorema 3.6. Dac�a f(x) → A, x → x0 �si A este un num�ar nenul �nit, atunci exist�a o

vecin�atate
·
U (x0) a�sa ��nc�at:

i) A > 0 ⇒ f(x) >
A

2
,∀x ∈

·
U (x0),

ii) A < 0 ⇒ f(x) <
A

2
,∀x ∈

·
U (x0).

Demonstra�tie.

lim
x→x0

f(x) = A
def⇐⇒ ∀ε > 0,∃δ(ε) > 0 a.��. |f(x)− A| < ε,∀x ∈

·
U (x0, δ).

Fie ε =
|A|
2
. Atunci

|f(x)− A| < |A|
2
,∀x ∈

·
U (x0, δ) ⇐⇒ A− |A|

2
< f(x) < A+

|A|
2
,∀x ∈

·
U (x0, δ).

Dac�a A > 0, atunci f(x) >
A

2
. Dac�a A < 0, atunci f(x) <

A

2
.

Remarc�a. Dac�a func�tia f(x) are ��n punctul x0 limit�a �nit�a nenul�a, atunci exist�a o
vecin�atate a acestui punct ��n care toate valorile func�tiei au acela�si semn ca �si cel al limitei
func�tiei, adic�a func�tia ���si p�astreaz�a semnul ��ntr-o vecin�atate g�aurit�a a lui x0.

3.2.4 Teorema despre trecerea la limit�a ��n inegalit�a�ti

Din de�ni�tia limitei func�tiei ��ntr-un punct ��n sensul lui Heine �si din propriet�a�tile
�sirurilor convergente imediat se ob�tin unele propriet�a�ti utile ale func�tiilor ce au limit�a
��ntr-un punct.

Teorema 3.7. Dac�a
lim

x→x0

f1(x) = A1 �si lim
x→x0

f2(x) = A2

�si ��ntr-o vecin�atate
·
U (x0) avem f1(x) ≤ f2(x), atunci A1 ≤ A2.
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3.2.5 Teorema despre limita unei func�tii intermediare

Teorema 3.8. Fie func�tiile f1(x), f2(x) �si ϕ(x) de�nite ��ntr-o anumit�a vecin�atate
·
U (x0)

�si pe ea avem

f1(x) ≤ ϕ(x) ≤ f2(x).

Dac�a

lim
x→x0

f1(x) = A �si lim
x→x0

f2(x) = A,

atunci

lim
x→x0

ϕ(x) = A

3.2.6 Teoremele despre limita sumei, produsului, c�atului a dou�a

func�tii care au limit�a ��ntr-un punct

Teorema 3.9. Fie f(x) �si g(x) dou�a func�tii de�nite ��ntr-o vecin�atete
·
U (x0) �si �e

lim
x→x0

f(x) = A �si lim
x→x0

g(x) = B,

unde A �si B sunt numere �nite. Atunci func�tiile f(x)± g(x), f(x) · g(x) au limit�a ��n x0

�si

lim
x→x0

(f(x)± g(x)) = lim
x→x0

f(x)± lim
x→x0

g(x) = A±B, (3.3)

lim
x→x0

(f(x) · g(x)) = lim
x→x0

f(x) · lim
x→x0

g(x) = A ·B. (3.4)

Dac�a ��n plus B 6= 0, atunci �si func�tia
f(x)

g(x)
are limit�a ��n x0 �si ��n plus

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
=
A

B
. (3.5)

Demonstra�tie. Fie (xn)n∈N∗ un �sir arbitrar de puncte din
·
U (x0) convergent la x0.

Atunci �sirurile corespunz�atoare (f(xn))n∈N∗ �si (g(xn))n∈N∗ converg corespunz�ator la A �si
B. Conform propriet�a�tilor �sirurilor numerice convergente, avem

f(xn)± g(xn) → A±B,

f(xn) · g(xn) → A ·B.

Deoarece �sirul (xn)n∈N∗ a fost ales arbitrar ob�tinem egalit�a�tile (3.3) �si (3.4).

Pentru a ob�tine (3.5) observ�am c�a deoarece B 6= 0, ∃
·
U (x0) a. ��. g(x) 6= 0, ∀x ∈

·
U

(x0). Dar atunci pentru orice �sir (xn)n∈N∗ , xn ∈
·
U (x0), xn → x0 avem f(xn) → A,

g(xn) → B 6= 0, g(xn) 6= 0,∀n ∈ N∗ �si din teorema despre limita c�atului a dou�a �siruri
convergente ob�tinem (3.5).
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Teorema 3.10. Dac�a ��ntr-o vecin�atate
·
U (x0) func�tia f(x) satisface condi�tia:

∃M > 0 a.��. |f(x)| > M,

iar pentru func�tia g(x) avem

lim
x→x0

g(x) = 0, g(x) 6= 0,∀x ∈
·
U (x0),

atunci

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= ∞.

Teorema 3.11. Dac�a ��ntr-o vecin�atate
·
U (x0) func�tia f(x) satisface condi�tia:

∃M > 0 a.��. |f(x)| < M,

iar pentru func�tia g(x) avem

lim
x→x0

g(x) = ∞,

atunci

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0.

3.3 Func�tii in�nit mici. Limita func�tiei compuse

3.3.1 De�ni�tia func�tiei in�nit mici ��ntr-un punct. Propriet�a�tile

fun�tiilor in�nit mici

�In cele de mai jos vom considera c�a toate func�tiile sunt de�nite pe o vecin�atate g�aurit�a
a punctului x0.

De�ni�tia 3.10. Func�tia α(x) se nume�ste in�nit mic�a ��n punctul x0 (c�and x→ x0) dac�a

lim
x→x0

α(x) = 0.

Exemple.
i) Func�tia f(x) = (x− 3)2 este in�nit mic�a c�and x→ 3.

ii) Func�tia f(x) =
1

x
este in�nit mic�a c�and x→∞.

Teorema 3.12. Suma �si produsul unui num�ar �nit de func�tii in�nit mici ��n punctul x0

sunt func�tii in�nit mici ��n x0.

Produsul unei func�tii in�nit mici ��n punctul x0 �si a unei func�tii m�arginite ��n acest

punct este o func�tie in�nit mic�a ��n x0.
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3.3.2 Condi�tia necesar�a �si su�cient�a ca un num�ar dat s�a �e limita

unei func�tii ��ntr-un punct

Teorema 3.13. Pentru ca num�arul A s�a �e limita func�tiei f(x) ��n punctul x0 este necesar

�si su�cient ca func�tia f(x) ��n vecin�atatea punctului x0 s�a poat�a � prezentat�a ��n forma

f(x) = A+ α(x),

unde α(x) → 0, x→ x0.

Demonsttra�tie. Necesitatea. Fie lim
x→x0

f(x) = A, atunci

lim
x→x0

(f(x)− A) = lim
x→x0

f(x)− A = A− A = 0.

Deci
f(x)− A = α(x), α(x) → 0, x→ x0.

Su�cien�ta. Fie f(x) = A+ α(x), unde α(x) → 0, x→ x0. Atunci

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

(A+ α(x)) = A+ lim
x→x0

α(x) = A+ 0 = A.

Q.E.D.

3.3.3 Teorema despre limita func�tiei compuse

Fie c�a func�tia f(x) este de�nit�a ��ntr-o vecin�atate g�aurit�a
·
U (x0) a punctului x0, iar

func�tia F (y) este de�nit�a pe mul�timea valorilor func�tiei f(x). Atunci pe
·
U (x0) este

de�nit�a func�tia compus�a F (f(x)).

Teorema 3.14. Dac�a exist�a

lim
x→x0

f(x) = b �si f(x) 6= b pentru x 6= x0,

�si exist�a

lim
y→b

F (y) = A,

atunci func�tia compus�a F (f(x)) are limit�a ��n punctul x0 �si

lim
x→x0

F (f(x)) = lim
y→b

F (y) = A.

Demonstra�tie. �Intruc�at lim
x→x0

f(x) = b, func�tia f(x) este de�nit�a��ntr-o vecin�atate g�aurit�a

a punctului x0 �si pentru orice num�ar ε > 0 se va g�asi un a�sa δ > 0 ��nc�at

f(
·
U (x0, δ)) ⊂ U(b, ε),

�si conform ipotezei, pentru x 6= x0 avem f(x) 6= b.
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�Intruc�at lim
y→b

F (y) = A, func�tia F (y) este de�nit�a pe o vecin�atate perforat�a a lui b �si

deci pe
·
U (x0, δ) are sens func�tia compus�a F (f(x)).

Fie (xn)n∈N∗ un �sir arbitrar, astfel ��nc�at xn → x0, xn ∈
·
U (x0, δ) �si �e yn = f(xn),

n = 1, 2, . . . . Conform ipotezei yn 6= b, n = 1, 2, . . . . Deoarece F (y) → A, y → b concludem
c�a

lim
n→∞

F (f(xn)) = lim
n→∞

F (yn) = A.

Deoarece �sirul (xn)n∈N∗ a fost ales ��n mod arbitrar rezult�a c�a

lim
x→x0

F (f(x)) = A.

3.3.4 Criteriul lui Cauchy de existen�t�a a limitei unei func�tii ��ntr-

un punct

Teorema 3.15. Pentru ca o func�tie f(x) s�a aib�a limit�a �nit�a ��n punctul x0 ∈ R este

necesar �si su�cient ca pentru orice num�ar pozitiv ε > 0 s�a existe un a�sa num�ar δ(ε) > 0

��nc�at pentru orice puncte x′ ∈
·
U (x0, δ) �si x

′′ ∈
·
U (x0, δ) s�a aib�a loc inegalitatea

|f(x′)− f(x′′)| < ε.

Demonstra�tie. Necesitatea. Fie c�a lim
x→x0

f(x) = A,A ∈ R. Atunci pentru orice ε > 0

exist�a o δ � vecin�atate g�aurit�a a punctului x0 a�sa ��nc�at

|f(x)− A| < ε

2
, ∀x ∈

·
U (x0, δ).

Deci, pentru orice puncte x′, x′′ ∈
·
U (x0, δ) avem

|f(x′)− f(x′′)| = |f(x′)− A+ A− f(x′′)| ≤ |f(x′)− A|+ |A− f(x′′)| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Su�cien�ta. Fie c�a pentru orice ε > 0 exist�a un a�sa num�ar δ(ε) > 0 ��nc�at pentru orice

puncte x′ ∈
·
U (x0, δ) �si x′′ ∈

·
U (x0, δ) are loc inegalitatea

|f(x′)− f(x′′)| < ε.

Consider�am un �sir arbitrar (xn)n∈N∗ astfel ��nc�at xn 6= x0, n = 1, 2, . . . �si xn → x0, c�and
n → ∞. S�a ar�at�am c�a �sirul (f(xn))n∈N∗ este convergent. Conform criteriului lui Cauchy
de convergen�t�a a �sirurilor numerice, din convergen�ta �sirului (xn)n∈N∗ rezult�a c�a pentru
num�arul δ, exist�a un rang N(δ) ∈ N a�sa ��nc�at

xn ∈
·
U (x0, δ),∀n > N(δ).
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Dar atunci pentru to�ti n > N(δ) �si m > N(δ) vom avea c�a

xn ∈
·
U (x0, δ) �si xm ∈

·
U (x0, δ)

�si deci
|f(xn)− f(xm)| < ε,

dar aceasta ��nseamn�a c�a �sirul (f(xn))n∈N∗ este �sir Cauchy �si deci este convergent. Fie

lim
n→∞

f(xn) = A.

Consider�am un alt �sir (x∗n)n∈N∗ , x
∗
n 6= x0 �si x∗n → x0. S�a ne convingem c�a

lim
n→∞

f(x∗n) = A.

Cu acest scop construim �sirul (x̃n)n∈N∗ :

x̃n =

{
xn, dac�a n = 2k − 1, k = 1, 2, . . .

x∗n, dac�a n = 2k, k = 1, 2, . . .

Evident c�a x̃n → x0 �si x̃n 6= x0, n = 1, 2, . . . Dar atunci, dup�a cum am demonstrat mai
sus �sirul (f(x̃n))n∈N∗ este convergent �si deoarece limita oric�arui �sir convergent coincide cu
limita oric�arui sub�sir al s�au deducem c�a

lim
n→∞

f(x∗n) = lim
n→∞

f(x̃n) = lim
n→∞

f(xn) = A.

Dar atunci, conform de�ni�tiei limitei func�tiei ��n sensul lui Heine avem

lim
x→x0

f(x) = A.

Remarc�a. Dac�a x0 este un num�ar �nit, atunci condi�tiile Cauchy pot � scrise astfel:

∃ lim
x→x0

f(x) ⇔ ∀ε > 0,∃δ(ε) > 0 : |f(x′)−f(x′′)| < ε, pt to�ti x′, x′′ : |x′−x0| < δ, |x′′−x0| < δ.

3.4 Calculul limitelor func�tiilor

3.4.1 Calculul limitelor func�tiilor ra�tionale��ntregi, func�tiilor frac-

�tionar- ra�tionale, trigonometrice

Pentru orice x0 ∈ R avem lim
x→x0

x = x0. Dar atunci

lim
x→x0

k · xm = k · xm
0 .
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Prin urmare, dac�a Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 este un polinom de grad n, atunci

lim
x→x0

Pn(x) = Pn(x0).

lim
x→±∞

Pn(x) = lim
x→±∞

(anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0) =

= lim
x→±∞

anx
n

(
1 +

an−1

anx
+ · · ·+ a0

anxn

)
= lim

x→±∞
anx

n.

Deci
lim

x→±∞
Pn(x) = lim

x→±∞
anx

n.

Exemple.
1) lim

x→3
(x2 + 2) = 9 + 2 = 11.

2) lim
x→+∞

(5x2 + 3) = lim
x→+∞

5x2 = +∞.

3) lim
x→−∞

(5x3 + 3) = lim
x→−∞

5x3 = −∞.

Fie Qm(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + · · ·+ b0 un polinom de grad m. Se cere de calculat

lim
x→x0

Pn(x)

Qm(x)
.

Dac�a Q(x0) 6= 0, atunci

lim
x→x0

Pn(x)

Qm(x)
=

Pn(x0)

Qm(x0)
.

Dac�a Qm(x0) = 0, atunci ra�tionamentele se complic�a. A�sa, de exemplu, dac�a Pn(x0) 6= 0,

atunci

lim
x→x0

x>x0

Pn(x)

Qm(x)
�si lim

x→x0

x<x0

Pn(x)

Qm(x)

pot � diferite �si egale ori cu +∞ ori cu −∞.

Dac�a Pn(x0) = 0, atunci func�tia ra�tional�a
Pn(x)

Qm(x)
poate � simpli�cat�a prin factorul

comun x− x0 al polinoamelor.
Exemple.

i) lim
x→2

x2 + 1

x+ 2
=

4 + 1

2 + 2
=

5

4
.

ii) lim
x→1

x2 + 1

x− 1
=

2

0
, s�a calcul�am limitele laterale

lim
x→1
x<1

x2 + 1

x− 1
=

2

−0
= −∞, lim

x→1
x>1

x2 + 1

x− 1
=

2

+0
= +∞.

iii) lim
x→1

x2 − 1

x2 − 3x+ 2
=

0

0
= lim

x→1

(x− 1)(x+ 1)

(x− 1)(x− 2)
= lim

x→1

x+ 1

x− 2
=

2

−1
= −2.
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iv) lim
x→∞

Pn(x)

Qm(x)
= lim

x→∞

anx
n

bmxm
.

Din de�ni�tiile �si propriet�a�tile func�tiilor triconometrice rezult�a c�a

lim
x→x0

sin x = sinx0, lim
x→x0

cosx = cos x0

lim
x→x0

tgx = tgx0, x0 6=
π

2
+ kπ, k ∈ Z

lim
x→x0

ctgx = ctgx0, x0 6= kπ, k ∈ Z

lim
x→π

2

x< π
2

tgx = +∞, lim
x→π

2

x> π
2

tgx = −∞.

lim
x→0
x<0

ctgx = −∞, lim
x→0
x>0

ctgx = +∞.

3.4.2 Prima limit�a remarcabil�a

S�a demonstr�am prima limit�a remarcabil�a.

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Fie x > 0. Construim cercul unitate �si unghiul de m�arime x. Avem

S4AOB < Ssect.AOB < S4AOC .

S4AOB =
1

2
OA ·OB · sin(∠AOB) =

1

2
sin x,

Ssect.AOB =
1

2
R2 · x =

1

2
x,

S4AOC =
1

2
OA · AC =

1

2
· 1 · AOtgx =

1

2
tgx.

Deci
0 <

sin x

2
<
x

2
<

tgx
2
.

Deoarece 0 < x <
π

2
avem sinx > 0. �Si deci

1 <
x

sin x
<

1

cosx

sau
cosx <

sin x

x
< 1.

�Intruc�at
lim
x→0

cosx = cos 0 = 1,

putem aplica teorema despre limita func�tiei intermediare, conform c�areea avem

lim
x→0+

sinx

x
= 1.
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Deoarece func�tiile cosx �si
sin x

x
sunt func�tii pare deducem c�a

lim
x→0−

sinx

x
= 1

�si deci de�nitiv ob�tinem

lim
x→0

sin x

x
= 1.

Aplic�and teorema despre limita func�tiei compuse ob�tinem formula

lim
?→0

sin ?

?
= 1.

Exemple.

1) lim
x→0

tgx
x

= lim
x→0

(
sin x

x
· 1

cosx

)
= lim

x→0

sin x

x
· lim

x→0

1

cosx
= 1.

2) lim
x→0

sin 3x

x
= lim

x→0

sin 3x

3x
· 3 = 1 · 3 = 3.

3.4.3 Existen�ta limitei unei func�tii monotone

Fie dat�a o func�tie f(x) de�nit�a pe o mul�time E ⊂ R. Func�tia f(x) se nume�ste mono-

ton cresc�atoare (corespunz�ator descresc�atoare) pe mul�timea E, dac�a pentru orice puncte
x1, x2 ∈ E a�sa ��nc�at x1 < x2 are loc inegalitatea

f(x1) ≤ f(x2) (coresp. f(x1) ≥ f(x2)).

Teorema 3.16. Dac�a func�tia f(x) este monoton cresc�atoare pe intervalul (a, b), atunci

��n punctele a �si b exist�a limitele laterale ale func�tiei �si anume

lim
x→b−

f(x) = sup
x∈(a,b)

f(x), lim
x→a+

f(x) = inf
x∈(a,b)

f(x).

Dac�a func�tia f(x) este monoton descresc�atoare pe (a, b), atunci

lim
x→b−

f(x) = inf
x∈(a,b)

f(x), lim
x→a+

f(x) = sup
x∈(a,b)

f(x).

Demonstra�tie. Fie c�a func�tia f(x) este monoton cresc�atoare pe intervalul (a, b). �Si �e
A = sup

x∈(a,b)

f(x). Sunt posibile dou�a cazuri: A este un num�ar �nit ori A = +∞.

Dac�a A este un num�ar �nit, atunci
1. ∀x ∈ (a, b) : f(x) ≤ A.

2. ∀ε > 0,∃xε ∈ (a, b) : f(xε) > A− ε.

Fie δ = b − xε, atunci ��n baza monotoniei func�tiei f(x) avem c�a pentru orice x a�sa
��nc�at xε < x < b avem

A− ε < f(xε) < f(x).
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Dar
xε < x < b⇔ b− δ < x < b

�si deci
∀x, b− δ < x < b avem A− ε < f(x) ≤ A < A+ ε,

adic�a
|f(x)− A| < ε,

ceea ce ��nseamn�a c�a
lim

x→b−
f(x) = A.

Dac�a sup
x∈(a,b)

f(x) = +∞, atunci pentru orice num�ar ε > 0 �xat exist�a un punct xε ∈ (a, b)

a�sa ��nc�at
f(xε) > ε.

Punem δ = b− xε �si atunci pentru orice b− δ < x < b avem

f(x) ≥ f(xε) > ε,

dar aceasta, conform de�ni�tiei, ��nseamn�a c�a

lim
x→b−

f(x) = +∞.

Analogic se demonstreaz�a �si celelalte a�rma�tii ale teoremei.

Corolar. Dac�a func�tia f(x) este monoton�a pe un interval (a, b), atunci ��n �ecare
punct x0 ∈ (a, b) exist�a limitele laterale

f(x0 − 0) �si f(x0 + 0)

�si aceste limite sunt �nite.

3.4.4 Fromula fundamental�a pentru num�arul e

Amintim c�a mai devreme am demonstrat formula

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e.

S�a consider�am func�tia

f(x) =

(
1 +

1

x

)x

,

de�nit�a pentru orice x 6= 0 �si s�a demonstr�am c�a

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e. (3.6)
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Pentru aceasta trebuie s�a demonstr�am c�a

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x

= e. (3.7)

�si

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x

= e. (3.8)

S�a demonstr�am (3.7). Cu acest scop consider�am un �sir arbitrar de puncte (xk)k∈N,

lim
k→∞

xk = +∞. Deci, putem considera xk > 1,∀k ∈ N. Fie nk = [xk], atunci ∀k ∈ N avem

nk ≤ xk < nk + 1. (3.9)

Deci
1

nk + 1
<

1

xk

≤ 1

nk

,

1 +
1

nk + 1
<

1

xk

+ 1 ≤ 1 +
1

nk

. (3.10)

Din (3.9) �si (3.10) avem(
1 +

1

nk + 1

)nk

<

(
1 +

1

xk

)xk

<

(
1 +

1

nk

)nk+1

.

Evident c�a, atunci c�and k →∞ odat�a cu (xk)k∈N vor converge la +∞ �si �sirurile (nk)k∈N

�si (nk + 1)k∈N.

lim
k→∞

(
1 +

1

nk + 1

)nk

= lim
k→∞

[(
1 +

1

nk + 1

)nk+1
]

1

1 +
1

nk + 1

=
e

1 + 0
= e.

lim
k→∞

(
1 +

1

nk

)nk+1

= lim
k→∞

(
1 +

1

nk

)nk

·
(

1 +
1

nk

)
= e · (1 + 0) = e.

Dar atunci conform teoremei despre limita �sirului intermediar rezult�a c�a

lim
k→∞

(
1 +

1

xk

)xk

= e.

Deoarece �sirul (xk)k∈N a fost ales ��n mod arbitrar concludem c�a are loc (3.7).
Pentru a demonstra (3.8) vom pune x = −y, dar atunci dac�a x → −∞, atunci

y → +∞ �si deci avem

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x

= lim
y→+∞

(
1− 1

y

)−y

= lim
y→+∞

(
y − 1

y

)−y

=

= lim
y→+∞

(
y

y − 1

)y

= lim
y→+∞

[(
1 +

1

y − 1

)y−1

·
(

1 +
1

y − 1

)]
= e · (1 + 0) = e.

Prin urmare formula (3.6) este demonstrat�a. Aceast�a formul�a se nume�ste a doua limit�a

remarcabil�a.
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3.4.5 Unele consecin�te din formula fundamental�a pentru num�arul e

1. lim
x→0

(1 + x)
1
x = e.

2. lim
x→0

loga(1 + x)

x
= loga e.

�Intr-adev�ar,

lim
x→0

loga(1 + x)

x
= lim

x→0
loga(1 + x)

1
x = loga

(
lim
x→0

(1 + x)
1
x

)
= loga e.

3. lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

4. lim
x→0

ax − 1

x
= ln a.

Intr-adev�ar, not�am ax− 1 = t, atunci x = loga(1 + t) �si c�and x→ 0, avem t→ 0, deci

lim
x→0

ax − 1

x
= lim

t→0

t

loga(1 + t)
=

1

lim
t→0

loga(1 + t)

t

=
1

loga e
= ln a.

5. lim
x→0

ex − 1

x
= 1.

6. lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α.

Intr-adev�ar,

lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= lim

x→0

eln(1+x)α − 1

x
= lim

x→0

eα ln(1+x) − 1

x
=

= lim
x→0

eα ln(1+x) − 1

α ln(1 + x)
· α ln(1 + x)

x
= 1 · α · 1 = α.

Exemple.
i)

lim
x→0

ln(1 + 4x)

sin x
= lim

x→0

ln(1 + 4x)

4x
· 4x

sin x

x
· x

=
lim
x→0

ln(1 + 4x)

4x
· 4

lim
x→0

sin x

x

=
1 · 4
1

= 4.

ii) Calcula�ti limita

lim
x→1

3−
√

10− x

sin 3πx
.

Facem substitu�tia x− 1 = t, atunci x = t+ 1. Dac�a x→ 1, atunci t→ 0. Astfel ob�tinem

lim
t→0

3−
√

10− t− 1

sin 3π(t+ 1)
= lim

t→0

3−
√

9− t

sin(3πt+ 3π)
= lim

t→0

(3−
√

9− t)(3 +
√

9− t)

(3 +
√

9− t) · (− sin 3πt)
=

= − lim
t→0

t

(3 +
√

9− t)
sin 3πt

3πt
· 3πt

= − 1

6 · 3π
= − 1

18π
.
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3.5 Studiul comport�arii locale a func�tiei

3.5.1 Rela�tia ½O�. Propriet�a�tile rela�tiei ½O�

Vom considera c�a toate func�tiile studiate mai jos sunt de�nite ��ntr-o vecin�atate g�aurit�a
·
U (x0) a punctului x0 ∈ R.

De�ni�tia 3.11. Dac�a pentru func�tiile f(x) �si g(x) exist�a o vecin�atate
·
V (x0) �si o constant�a

pozitiv�a C > 0 ��nc�at pentru to�ti x ∈
·
V (x0) are loc inegalitatea

|f(x)| ≤ C · |g(x)|,

atunci se spune c�a func�tia f este supus�a func�tiei g sau f este m�arginit�a ��n raport cu g ��n
·
V (x0).

Se noteaz�a
f(x) = O(g(x)), x→ x0 sau f = O(g), x→ x0.

Se cite�ste: func�tia f(x) este O mare de g(x) c�and x tinde la x0.

Fie x0 ∈ R. Rela�tia f(x) = O(1), x → x0 este echivalent�a cu faptul c�a f(x) este

m�arginit�a ��ntr-o anumit�a vecin�atate
·
V (x0).

A�rma�tie. Fie x0 ∈ R �si pentru to�ti x ∈
·
U (x0) avem g(x) 6= 0. Atunci f = O(g), x→

x0 atunci �si numai atunci c�and
f

g
este func�tie m�arginit�a ��ntr-o anumit�a vecin�atate

·
V (x0).

Exemplu. Fie f(x) =
1

x
, g(x) =

1

x2
, x0 = 0. Deoarece atunci c�and x → 0 putem

considera c�a |x| < 1 avem

|f(x)| =
∣∣∣∣1x
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

x2

∣∣∣∣ = |g(x)|,

adic�a
1

x
= O

(
1

x2

)
, x→ 0.

Propriet�a�tile rela�tiei ½O�.

1) Dac�a exist�a

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= k,

atunci
f(x) = O(g(x)), x→ x0.

2) Dac�a f = O(g), x→ x0 �si g = O(h), x→ x0, atunci

f = O(h), x→ x0,
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adic�a
O(O(h)) = O(h), x→ x0.

3) Dac�a f = O(g), x→ x0 �si h = O(g), x→ x0, atunci

f + h = O(g), x→ x0.

Astfel
O1(g) +O2(g) = O(g), x→ x0.

4) Dac�a f1 = O(g1), x→ x0 �si f2 = O(g2), x→ x0, atunci

f1 · f2 = O(g1 · g2), x→ x0.

Astfel
O(g1) ·O(g2) = O(g1 · g2), x→ x0.

3.5.2 Rela�tia ½o�. Propriet�a�tile rela�tiei ½o�

De�ni�tia 3.12. Func�tia f(x) se nume�ste in�nit mic�a ��n raport cu func�tia g(x)��n punctul

x0 dac�a ��ntr-o anumit�a vecin�atate
·
V (x0) avem

f(x) = α(x) · g(x), unde α(x) → 0, x→ x0.

Se noteaz�a
f(x) = o(g(x)), x→ x0 sau f = o(g), x→ x0.

Se cite�ste: func�tia f(x) este o mic de g(x) c�and x tinde la x0.

Nota�tia f(x) = o(1), x → x0 ��nseamn�a c�a f(x) este o func�tie in�nit mic�a ��n punctul
x0.

A�rma�tie. Fie c�a pentru to�ti x din
·
V (x0) avem g(x) 6= 0. Atunci

f(x) = o(g(x)), x→ x0 ⇐⇒ lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0.

Exemplul 1. Fie f(x) = x3, g(x) = sin x2, x0 = 0. Avem

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

x3

sin x2
= lim

x→x0

x2

sin x2
· x = 1 · 0 = 0.

Deci
x3 = o(sinx2), x→ 0.

Exemplul 2. Fie

f(x) =
1

x2
, g(x) =

1

x
, x0 = ∞.
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Observ�am, c�a

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

1

x2
· x
1

= lim
x→∞

1

x
= 0,

Deci f(x) = o(g(x)), x→∞, sau
1

x2
= o

(
1

x

)
, adic�a

1

x2
tinde mai repede la zero, atunci

c�and x→∞.
�In general, dac�a func�tiile f(x) �si g(x) sunt in�nit mici ��n punctul x0 �si f(x) = o(g(x)),

x → x0 atunci spunem c�a f(x) este un in�nit mic de ordin superior ��n raport cu g(x)

c�and x→ x0.

Propriet�a�tile rela�tiei ½o�

1. Dac�a f(x) = o(g(x)), x→ x0, atunci f(x) = O(g(x)), x→ x0.

2. Dac�a f(x) = o(g(x)), x→ x0, �si g(x) = O(h), x→ x0, atunci

f(x) = o(h(x)), x→ x0.

Astfel
o(O(h)) = o(h), x→ x0.

Analogic
O(o(h)) = o(h), x→ x0.

3. Dac�a f1(x) = o(g(x)), x→ x0 �si f2(x) = o(g(x)), x→ x0, atunci

f1(x) + f2(x) = o(g(x)), x→ x0.

4. Dac�a f1(x) = o(g1(x)), x→ x0 �si f2(x) = O(g2(x)), x→ x0, atunci

f1 · f2 = o(g1 · g2), x→ x0.

Astfel
o(g1) ·O(g2) = o(g1 · g2), x→ x0.

Simbolurile O �si o au fost introduse de c�atre Edmund Landau (14.02.1877-19.02.1938).

3.5.3 Func�tii echivalente

De�ni�tia 3.13. Func�tiile f(x) �si g(x) se numesc echivalente c�and x → x0 dac�a ��ntr-o

vecin�atate
·
U (x0) este de�nit�a o func�tie ϕ(x) a�sa ��nc�at

f(x) = ϕ(x) · g(x) �si lim
x→x0

ϕ(x) = 1.

Se noteaz�a
f(x) ∼ g(x), x→ x0.

Remarc�a. Rela�tia de echivalen�t�a a dou�a func�tii este simetric�a, adic�a dac�a f(x) ∼
g(x), x→ x0, atunci g(x) ∼ f(x), x→ x0.
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Exemplu. Fie

f(x) =
x2

1 + x4
, g(x) = x2, x0 = 0.

Avem

f(x) =
1

1 + x4
· x2 =

1

1 + x4
· g(x),

adic�a

ϕ(x) =
1

1 + x4
, lim

x→0
ϕ(x) = 1,

deci

f(x) ∼ g(x), x→ 0.

A�rma�tii.
1. Pentru ca func�tiile f(x) �si g(x) s�a �e echivalente ��n punctul x0 este necesar �si

su�cient ca

f(x) = g(x) + o(g(x)), x→ x0.

2. Fie c�a ∀x ∈
·
V (x0) avem g(x) 6= 0. Atunci

f(x) ∼ g(x), x→ x0 ⇐⇒ lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 1.

3. Pentru orice func�tie f :
·
V (x0) → R avem f(x) ∼ f(x), x→ x0.

4. Dac�a f(x) ∼ g(x), x→ x0 �si g(x) ∼ h(x), x→ x0, atunci

f(x) ∼ h(x), x→ x0.

5. Dac�a f1(x) ∼ g1(x), x→ x0 �si f2(x) ∼ g2(x), x→ x0, atunci

f1 · f2 ∼ g1 · g2, x→ x0.

6. Fie c�a ∀x ∈
·
V (x0) avem f(x) 6= 0, g(x) 6= 0 �si f(x) ∼ g(x), x→ x0. Atunci pentru

orice func�tie h : V (x0) → R din existen�ta unei din limitele

lim
x→x0

(f(x) · h(x)), lim
x→x0

(g(x) · h(x))

rezult�a existen�ta celeilalte limite �si egalitatea lor.
Analogic, din existen�ta unei din limitele

lim
x→x0

h(x)

f(x)
, lim

x→x0

h(x)

g(x)

rezult�a existen�ta celeilalte �si egalitatea lor.
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3.5.4 Aplicarea rela�tiei de echivalen�t�a a func�tiilor la calculul li-

mitelor de func�tii

Teorema 3.17. Dac�a f(x) ∼ f1(x), x→ x0, g(x) ∼ g1(x), x→ x0 �si exist�a limita

lim
x→x0

f1(x)

g1(x)
,

atunci exist�a �si limita lim
x→x0

f(x)

g(x)
�si are loc egalitatea

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f1(x)

g1(x)
.

Exemplul 1. �Intruc�at

(1+x)n = 1+C1
nx+C

2
nx

2+· · ·+xn = 1+nx+(C2
nx+· · ·+xn−1)·x = 1+nx+α(x)·x = 1+nx+o(x),

avem c�a
(1 + x)n − 1 ∼ nx, c�and x→ 0.

Dar atunci

lim
x→1

xm − 1

xn − 1
= lim

t→0

(1 + t)m − 1

(1 + t)n − 1
= lim

t→0

mt

nt
=
m

n
.

Exemplul 2. Din egalit�a�tile

lim
x→0

sin x

x
= 1, lim

x→0

arcsinx

x
= 1, lim

x→0

tg x

x
= 1, lim

x→0

arctg x

x
= 1,

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1, lim

x→0

ex − 1

x
= 1

deducem c�a

x ∼ sin x ∼ arcsinx ∼ tg x ∼ arctg x ∼ ln(1 + x) ∼ ex − 1.

lim
x→0

sin 5x− sin 3x

sin x
= lim

x→0

5x+ o(x)− (3x+ o(x))

x+ o(x)
= lim

x→0

2x

x
= 2.

Exemplul 3. �Intruc�at c�and x → 0 avem 1 − cosx = o(x), 1 − cos px = o(x),

sin x = x+ o(x), sin px = px+ o(x), atunci

lim
x→0

1 + sinx− cosx

1 + sin px− cos px
= lim

x→0

x+ o(x)

px+ o(x)
=

1

p
.

Exerci�tiu. Calcula�ti limita lim
x→0

sin 3x+ 3arctg 7x+ 5x2

ln(1 + 5x+ sin2 x) + xex
.
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3.6 Func�tii continue ��ntr-un punct

3.6.1 No�tiune de func�tie continu�a ��ntr-un punct. Opera�tii arit-

metice cu func�tii continue. Continuitatea func�tiei compuse

De�ni�tia 3.14. O func�tie f : I → R se nume�ste continu�a ��n punctul x0 ∈ I dac�a ea are
limit�a ��n acest punct egal�a cu valoarea func�tiei ��n punctul dat

lim
x→x0

f(x) = f(x0),

adic�a

lim
x→x0

f(x) = f

(
lim

x→x0

x

)
.

Func�tia f : I → R se nume�ste continu�a pe I dac�a ea este continu�a ��n orice punct
x0 ∈ I.

�In baza de�ni�tiilor limitei func�tiei ��n punct ��n sensul lui Heine �si ��n sensul lui Cauchy
ob�tinem urm�atoarele de�ni�tii echivalente cu cea dat�a mai sus.

De�ni�tia 3.15 (Heine). Func�tia f : I → R se nume�ste continu�a ��n punctul x0 ∈ I dac�a
pentru orice �sir de valori a argumentului (xn)n∈N∗ , xn ∈ I convergent la x0, �sirul valorilor
respective ale func�tiei (f(xn))n∈N∗ converge la f(x0),

lim
n→∞

f(xn) = f(x0).

De�ni�tia 3.16 (Cauchy). Func�tia f : I → R se nume�ste continu�a ��n punctul x0 ∈ I

dac�a pentru orice num�ar pozitiv ε > 0 se va g�asi un num�ar pozitiv δ(ε) > 0 astfel ��nc�at
pentru orice x ∈ I cu |x− x0| < δ(ε) are loc inegalitatea

|f(x)− f(x0)| < ε.

De�ni�tia 3.17. Func�tia f : I → R se nume�ste continu�a ��n punctul x0 dac�a

∀U(f(x0), ε),∃U(x0, δ) a.��. f(I ∩ U(x0, δ)) ⊂ U(f(x0), ε).

De�ni�tia 3.18. Func�tia f : I → R se nume�ste continu�a la st�anga ��n punctul x0 dac�a

lim
x→x−0

f(x) = f(x0),

adic�a dac�a

∀ε > 0,∃δ(ε) > 0 a.��. ∀x0 − δ < x ≤ x0 ⇒ |f(x)− f(x0| < ε.

De�ni�tia 3.19. Func�tia f : I → R se nume�ste continu�a la dreapta ��n punctul x0 dac�a

lim
x→x+

0

f(x) = f(x0),

adic�a dac�a

∀ε > 0,∃δ(ε) > 0 a.��. ∀x0 ≤ x < x0 + δ ⇒ |f(x)− f(x0| < ε.
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Fie f : I → R. �Ii d�am argumentului x0 o cre�stere ∆x a�sa ��nc�at punctul x = x0 + ∆x

de asemenea s�a apar�tin�a lui I. Func�tia f(x) ��n rezultat va primi cre�sterea f(x) − f(x0)

notat�a cu ∆f(x0),

∆f(x0) = f(x)− f(x0) = f(x0 + ∆x)− f(x0).

Din de�ni�tia func�tiei continue imediat ob�tinem

Propozi�tia 3.1. Func�tia f : I → R este continu�a ��n punctul x0 ∈ I dac�a �si numai

dac�a oric�arei cre�steri in�nit mici a argumentului ��i corespunde o cre�stere in�nit mic�a a

func�tiei,

lim
∆x→0

∆f(x0) = 0.

U�sor ne putem convinge c�a opera�tiile aritmetice cu func�tii continue ne aduc din nou
la func�tii continue.

Dac�a func�tiile f �si g sunt continue pe I, atunci:
i) suma f + g este continu�a pe I;
ii) produsul f · g este func�tie continu�a pe I;
iii) c�atul

f

g
este func�tie continu�a pe mul�timea D = {x ∈ I | g(x) 6= 0} pe care este

de�nit c�atul.

Teorema 3.18 (Teorema despre continuitatea func�tiei compuse). Dac�a u = f(x)

este func�tie continu�a ��n punctul x0, f(x0) = u0, iar func�tia y = g(u) este continu�a ��n u0,

atunci func�tia compus�a y = g(f(x)) este continu�a ��n punctul x0.

Cu alte cuvinte, orice compunere g ◦ f de func�tii continue este �si ea continu�a.

3.6.2 Continuitatea unor func�tii elementare

S�a consider�am func�tia constant�a f(x) = C. Pentru orice punct x ∈ R �si orice cre�stere
a argumentului ∆x avem

∆f(x) = f(x+ ∆x)− f(x) = C − C = 0,

deci func�tia dat�a este continu�a ��n toate punctele x ∈ R.
Func�tia f(x) = x este continu�a ��n �ecare punct x0 ∈ R, deoarece

lim
x→x0

x = x0 = f(x0).

Orice polinom algebric

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

este o func�tie continu�a ��n toate punctele x ∈ R, aceasta rezult�a din faptul c�a func�tia xn,

n ∈ N este continu�a pe R �si din teoremele despre opera�tiile algebrice cu func�tii continue.
Orice func�tie ra�tional�a

R(x) =
P (x)

Q(x)
=

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ b1x+ b0

este continu�a ��n toate punctele x ∈ R pentru care Q(x) 6= 0.
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3.6.3 Puncte de discontinuitate. Clasi�carea lor

Fie f : I → R o func�tie continu�a ��n punctul x0 ∈ I. Atunci
1) ∃f(x0);

2) ∃f(x0 − 0);

3) ∃f(x0 + 0);

4) f(x0) = f(x0 − 0) = f(x0 + 0).

Dac�a ��n punctul x0 cel pu�tin una din aceste patru condi�tii nu se ��ndepline�ste, punctul
x0 se nume�ste punct de discontinuitate pentru func�tia f.

De�ni�tia 3.20. Dac�a x0 este un punct de discontinuitate pentru f ��n care ambele limite
laterale

f(x0 − 0) �si f(x0 + 0)

exist�a �si sunt �nite, atunci x0 se nume�ste punct de discontinuitate de spe�ta I pentru func�tia

f.

M�arimea
|f(x0 + 0)− f(x0 − 0)|

se nume�ste saltul func�tiei f ��n punctul x0.

Dac�a x0 este un punct de dicontinuitate de spe�ta I a lui f ��n care saltul este egal cu
0, atunci x0 se nume�ste punct de discontinuitate aparent�a.

Exemplu. S�a studiem la continuitate func�tia f(x) =
sin x

x
. Domeniul de de�ni�tie al

func�tiei date este Df = R \ {0}. Func�tia f este discontinu�a ��n punctul x0 = 0, dar

lim
x→0−

sin x

x
= lim

x→0+

sin x

x
= 1.

A�sadar, x0 = 0 este un punct de discontinuitate aparent�a. Pentru a ��nl�atura discontinui-
tatea func�tiei ��n acest punct, o putem prelungi prin continuitate pun�and f(0) = 1.

De�ni�tia 3.21. Dac�a x0 este un punct de discontinuitate pentru func�tia f(x) �si cel pu�tin
una dintre limitele laterale ale lui f(x) ��n acest punct nu exist�a sau este in�nit�a, atunci
x0 se nume�ste punct de discontinuitate de spe�ta a II-a pentru func�tia f.

Exemplu. S�a studiem la continuitate func�tia

f(x) =


x+ 1, dac�a x ≤ 1

x2, dac�a 1 < x ≤ 2
1

x− 2
, dac�a 2 < x ≤ 3

1, dac�a x > 3.

Func�tia f(x) este de�nit�a pe R, dar ar putea � discontinu�a ��n punctele x1 = 1, x2 = 2,

x3 = 3.
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Fie x1 = 1. Avem

f(1) = 1, f(1− 0) = 1 + 1 = 2, f(1 + 0) = 12 = 1.

Func�tia f are ��n acest punct discontinuitate de spe�ta I, saltul func�tiei este egal cu

|f(1 + 0)− f(1− 0)| = 1,

func�tia este continu�a la st�anga ��n acest punct.
Fie x2 = 2. Avem

f(2) = 22 = 4, f(2− 0) = 22 = 4, f(2 + 0) =
1

+0
= ∞.

Deci, x2 = 2 este un punct de discontinuitate de spe�ta a doua pentru f.
Fie x3 = 3. Avem

f(3) =
1

3− 2
= 1, f(3− 0) =

1

3− 2
= 1, f(3 + 0) = 1.

Deci f este continu�a ��n punctul x3 = 3.

3.7 Propriet�a�tile func�tiilor continue pe un segment

3.7.1 M�arginirea func�tiei continue pe un segment

De�ni�tia 3.22. O func�tie f(x) se nume�ste continu�a pe un segment [a, b] dac�a ea este
continu�a ��n �ecare punct al intervalului (a, b), este continu�a la dreapta ��n punctul a �si este
continu�a la st�anga ��n punctul b.

Clasa func�tiilor continue pe segmentul [a, b] se noteaz�a cu C[a,b].

Teorema 3.19 (Weierstrass). Orice func�tie continu�a pe un segment este m�arginit�a.

f ∈ C[a,b] =⇒ ∃M > 0 a.��. |f(x)| ≤M, ∀x ∈ [a, b].

Demonstra�tie. Admitem contrariul. Fie c�a

∀M > 0,∃xM ∈ [a, b] a.��. |f(xM)| > M.

Dar atunci, pentru �ecare n ∈ N putem g�asi un punct xn ∈ [a, b] astfel ��nc�at

|f(xn)| > n. (3.11)

�Sirul de puncte (xn)n∈N, xn ∈ [a, b] este m�arginit �si deci, conform Teoremei Bolzano -
Weierstrass, din el putem extrage un sub�sir convergent (xnk

)k∈N �si �e

lim
k→∞

xnk
= α.
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Deoarece
a ≤ xnk

≤ b, ∀k ∈ N,

trec�and la limit�a cu k →∞ vom avea

a ≤ α ≤ b

�si deci α ∈ [a, b].

Fiind continu�a pe segmentul [a, b], func�tia f(x), este continu�a ��n punctul α ∈ [a, b] �si
deci

lim
k→∞

f(xnk
) = f

(
lim
k→∞

xnk

)
= f(α),

dar aceasta contrazice condi�tia (3.11). Deci presupunerea f�acut�a este fals�a �si prin urmare
f(x) este m�arginit�a pe [a, b].

Remarc�a. Teorema nu este adev�arat�a, dac�a func�tia este continu�a pe un interval

deschis sau semiinterval. De exemplu, func�tia f(x) =
1

x
este continu�a pe semiintervalul

deschis la st�anga (0, 1], dar nu este m�arginit�a pe el.

3.7.2 Atingerea marginii superioare exacte �si marginii inferioare

exacte

Teorema 3.20 (Weierstrass). Dac�a o func�tie f(x) este continu�a pe un segment [a, b],

atunci ea atinge pe acest segment valoarea sa minim�a �si valoarea sa maxim�a, adic�a se vor

g�asi a�sa puncte α, β ∈ [a, b] ��nc�at

min
x∈[a,b]

f(x) = f(α), max
x∈[a,b]

f(x) = f(β).

Demonstra�tie. Conform Teoremei 3.20 func�tia f(x) este m�arginit�a pe segmentul [a, b]

�si deci exist�a marginea superioar�a �nit�a a func�tiei f pe [a, b] �si �e

M = sup
x∈[a,b]

f(x).

Dar atunci,
i) ∀x ∈ [a, b] avem f(x) ≤M ;

ii) ∀ε > 0, ∃xε ∈ [a, b] a. ��. f(xε) > M − ε.

Fie ε =
1

n
, n = 1, 2, . . . Atunci pentru �ecare n ∈ N vom g�asi un a�sa punct xn ∈ [a, b]

��nc�at
M − 1

n
< f(xn) ≤M.

�Sirul (xn)n∈N este m�arginit �si deci din el putem extrage un sub�sir (xnk
)k∈N convergent �si

�e
lim
k→∞

xnk
= β �si β ∈ [a, b].
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Folosind continuitatea func�tiei f(x) ��n punctul β s�a trecem la limit�a ��n inegalitatea

M − 1

nk

< f(xnk
) ≤M.

Ob�tinem
M − 0 ≤ f(β) ≤M

Deci
f(β) = M = sup

x∈[a,b]

f(x) = max
x∈[a,b]

f(x).

Analogic se demonstreaz�a cealalt�a a�rma�tie a teoremei.

Remarc�a. Teorema nu este adev�arat�a, dac�a func�tia este continu�a pe un interval
deschis sau semiinterval. De exemplu, func�tia f(x) = x este continu�a pe intervalul (0, 1)

�si este m�arginit�a pe el, dar

sup
x∈[a,b]

f(x) = sup
x∈[a,b]

x = 1 /∈ Ef .
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Exerci�tii.
i) Aduce�ti un exemplu de func�tie continu�a de�nit�a pe intervalul (0, 1), dar care nu

atinge maximul s�au pe (0, 1).

ii) Aduce�ti un exemplu de func�tie continu�a de�nit�a pe (0, 1) care este m�arginit�a, dar
care nu atinge nici maximul s�au �si nici minimul s�au pe acest interval.

iii) Aduce�ti un exemplu de func�tie discontinu�a de�nit�a pe segmentul [0, 1] care este
m�arginit�a, dar nu atinge nici maximul s�au �si nici minimul s�au pe acest segment.

3.7.3 Anularea func�tiei

Teorema 3.21 (Cauchy). Dac�a o func�tie f(x) este continu�a pe segmentul [a, b] �si

prime�ste la extremit�a�tile acestui segment valori de semne opuse, atunci pe intervalul (a, b)

exist�a un punct c ��n care func�tia se anuleaz�a, adic�a

(f(a) < 0 �si f(b) > 0) sau (f(a) > 0 �si f(b) < 0) =⇒ ∃c ∈ (a, b) a.��. f(c) = 0.

Demonstra�tie. Fie f(a) < 0, iar f(b) > 0. �Imp�ar�tim segmentul [a, b] ��n jum�atate. Dac�a
��n mijlocul segmentului [a, b] func�tia prime�ste valoarea 0, atunci teorema este demonstrat�a.
�In caz contrar, una dintre jum�at�a�ti este de a�sa natur�a ��nc�at la extremit�a�tile ei func�tia
prime�ste valori de semne opuse �si dac�a not�am cu [a1, b1] acest segment, atunci avem

f(a1) < 0, f(b1) > 0.

�Imp�ar�tim segmentul [a1, b1] ��n jum�atate �si ori g�asim punctul c, ori ob�tinem un segment
[a2, b2] la extremit�a�tile c�aruia func�tia ia valori de semne opuse �si anume

f(a2) < 0, f(b2) > 0.

Continu�and acest proces, ori peste un num�ar �nit de pa�si vom avea c�a punctul de
diviziune este punctul c�autat, ori vom ob�tine un �sir in�nit de segmente incluse [an, bn] a�sa
��nc�at pentru to�ti n ∈ N avem

f(an) < 0, f(bn) > 0. (3.12)

Lungimile segmentelor [an, bn] sunt egale cu

bn − an =
b− a

2n
→ 0, n→∞.

�In baza principiului segmentelor incluse avem c�a exist�a un singur punct c comun tuturor
segmentelor

an ≤ c ≤ bn, ∀n ∈ N.

S�a trecem ��n (3.12) la limit�a cu n → ∞ �si s�a folosim continuitatea func�tiei f(x) pe
segmentul [a, b]. Ob�tinem

f(c) = lim
n→∞

f(an) ≤ 0,
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f(c) = lim
n→∞

f(bn) ≥ 0,

deci f(c) = 0.

Exemplu. Func�tia f(x) = cosx−x este continu�a pe segmentul [0, π] �si la extremit�a�tile
lui ia valorile

f(0) = 1 > 0, f(π) = −1− π < 0.

Deci pe intervalul (0, π) exist�a un a�sa punct c ��nc�at f(c) = 0. Ca urmare, concludem c�a
ecua�tia

cosx− x = 0

are o r�ad�acin�a pe intervalul (0, π).

Exerci�tii.
i) Aduce�ti un exemplu de func�tie continu�a de�nit�a pe [0, 1) ∪ (1, 2] care este pozitiv�a

��n punctul 2, negativ�a ��n punctul 0, dar care nu se anuleaz�a nici pentru o valoare x.

ii) Crede�ti ��n existen�ta num�arului 7
√

8? Adic�a, exist�a oare un num�ar care multiplicat
prin sine ��ns�a�si de 7 ori ar da 8? �Inainte de a face o concluzie, g�andi�tiv�a c�a calculatorul
vostru v�a��n�sal�a, caci el��n general nu �stie despre 7

√
8, tot ce poate face el, este s�a aproximeze

acest num�ar �si ceea ce v�a d�a el este doar o aproxima�tie. De ce totu�si exist�a acest num�ar?

3.7.4 Atingerea valorilor intermediare

Teorema 3.22 (Proprietatea lui Darboux). Dac�a o func�tie f(x) este continu�a pe un

segment [a, b] �si la extremit�a�tile lui prime�ste valori diferite

f(a) = A, f(b) = B, A 6= B,

atunci oricare ar � num�arul C cuprins ��ntre A �si B se va g�asi un punct c ∈ (a, b) astfel

��nc�at f(c) = C.

Demonstra�tie. Aceast�a a�rma�tie este o consecin�t�a direct�a din Teorema 3.21. Fie A <

C < B. Consider�am o func�tie ajut�atoare

F (x) = f(x)− C, x ∈ [a, b].

Ca diferen�ta func�tiilor continue pe [a, b], func�tia F este continu�a pe [a, b] �si

F (a) = f(a)− C = A− C < 0,

F (b) = f(b)− C = B − C > 0.

Deci, conform Teoremei 3.21 exist�a un punct c ∈ (a, b) astfel ��nc�at F (c) = 0. Dar F (c) =

f(c)− C, deci f(c)− C = 0 �si de�nitiv avem f(c) = C.
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3.7.5 Continuitatea uniform�a a unei func�tii continue pe un seg-

ment

Fie dat�a o func�tie f : I → R �si �x�am un punct x0 ∈ I. Amintim c�a func�tia f(x) se
nume�ste continu�a ��n punctul x0, dac�a lim

x→x0

f(x) = f(x0), adic�a

∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0, a.��. ∀x : |x− x0| < δ(ε) ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

O func�tie f se nume�ste continu�a pe mul�timea I, dac�a ea este continu�a ��n �ecare punct
al acestei mul�timi. �In acest caz, punctul x0 parcurge toat�a mul�timea I �si pentru num�arul
ε > 0, num�arul δ poate depinde �si de x0 nu numai de ε.

De�ni�tia 3.23. O func�tie f : I → R se nume�ste continu�a pe mul�timea I, dac�a ∀ε > 0 �si
∀x0 ∈ I, ∃δ(ε, x0) > 0, a. ��. |f(x)− f(x0)| < ε, ∀x ∈ I : |x− x0| < δ(ε, x0).

Natural apare ��ntrebarea, s-ar putea oare pentru orice num�ar pozitiv ε de ales un a�sa
δ care s-ar potrivi pentru toate punctele mul�timii I?

De�ni�tia 3.24. O func�tie f : I → R se nume�ste uniform continu�a pe mul�timea I, dac�a
pentru orice num�ar pozitiv ε, exist�a un a�sa num�ar δ(ε) > 0, ��nc�at pentru orice puncte
x′ ∈ I �si x′′ ∈ I pentru care |x′ − x′′| < δ(ε) are loc inegalitatea

|f(x′)− f(x′′)| < ε.

Exemplul 1. Func�tia f : R → R, f(x) = x este uniform continu�a pe R. �Intr-adev�ar,
pentru orice ε > 0 avem

|f(x′)− f(x′′)| = |x′ − x′′| < ε,

adic�a δ = ε �si nu depinde de punctele x ∈ R.
Exemplul 2. Func�tia f : (0,

2

π
] → R, f(x) = sin

1

x
de�si este continu�a, nu este uniform

continu�a pe intervalul dat. �Intr-adev�ar, �e

x′ =
2

(2n+ 1)π
, sin

1

x′
= sin

(2n+ 1)π

2
= ±1,

x′′ =
1

nπ
, sin

1

x′′
= sin(nπ) = 0.

Deci, diferen�ta |f(x′)− f(x′′)| = 1 �si nu poate � f�acut�a oric�at de mic�a, de�si

|x′ − x′′| =
∣∣∣∣ 2

(2n+ 1)π
− 1

nπ

∣∣∣∣→ 0, n→∞.

Teorema 3.23 (Teorema lui Cantor). Orice func�tie continu�a pe un segment ��nchis

este uniform continu�a pe el.
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3.8 Continuitatea unor clase de func�tii

3.8.1 Continuitatea func�tiilor monotone

De�ni�tia 3.25. O func�tie f : I → R se nume�ste strict cresc�atoare (coresp. strict de-

scresc�atoare) pe mul�timea I dac�a pentru orice valori x1, x2 ∈ I cu x1 < x2 are loc
inegalitatea

f(x1) < f(x2) (coresp. f(x1) > f(x2)).

De�ni�tia 3.26. O func�tie f : I → R se nume�ste cresc�atoare (coresp. descresc�atoare) pe
mul�timea I dac�a pentru orice valori x1, x2 ∈ I cu x1 < x2 are loc inegalitatea

f(x1) ≤ f(x2) (coresp. f(x1) ≥ f(x2)).

Teorema 3.24. Fie f o func�tie strict cresc�atoare (descresc�atoare) pe intervalul I ⊂ R.
Dac�a mul�timea Ef = f(I) a valorilor func�tiei f pe intervalul I se con�tine ��ntr-un interval

Y �si ��l acoper�a ��n ��ntregime, atunci func�tia f este continu�a pe I.

Demonstra�tie. Fie x0 ∈ I un punct arbitrar al intervalului I, dar diferit de extremitatea
din dreapta a lui. S�a demonstr�am continuitatea la dreapta a func�tiei f ��n punctul x0.

S�a ne convingem mai ��nt�ai c�a punctul y0 = f(x0) ∈ Y nu este extremitatea din dreapta
a intervalului Y. �Intr-adev�ar,��n intervalul I se va g�asi un a�sa punct x ��nc�at x > x0. Dar
atunci y = f(x) > f(x0) = y0.

S�a �x�am ��n mod arbitrar num�arul pozitiv ε, dar a�sa ��nc�at punctul y1 = y0 + ε de
asemenea s�a apar�tin�a intervalului Y. Conform ipotezei, ��n I se va g�asi un punct x1 a�sa
��nc�at f(x1) = y1. Deoarece y1 > y0, avem x1 > x0.

Fie δ = x1 − x0. Dac�a consider�am un punct x cu x0 < x < x1, adic�a

0 < x− x0 < x1 − x0 = δ,

atunci observ�am c�a

f(x0) = y0 < f(x) < f(x1) = y1 = y0 + ε,

adic�a
0 < f(x)− f(x0) < ε,

ceea ce ��nseamn�a c�a
lim

x→x+
0

f(x) = f(x0),

deci func�tia f este continu�a la dreapta ��n punctul x0. Analogic se demonstreaz�a c�a func�tia
f este continu�a la st�anga ��n punctul x0, dac�a x0 nu este extremitatea din st�anga a inter-
valului I. �In a�sa fel deducem c�a func�tia f este continu�a pe I.
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Exemple.
1. Func�ta exponen�tial�a f(x) = ax, a > 0 este o func�tie monoton cresc�atoare pe inter-

valul (−∞,+∞), dac�a a > 1 �si corespunz�ator monoton descresc�atoare, dac�a 0 < a < 1.

Valorile ei sunt pozitive �si umplu tot intervalul (0,+∞). Ca urmare, func�tia exponen�tial�a
este continu�a pe R.

2. Func�tia logaritmic�a f(x) = loga x, (a > 0, a 6= 1) este cresc�atoare pe intervalul
(0,+∞) dac�a a > 1 �si este descresc�atoare dac�a 0 < a < 1 �si prime�ste toate valorile
intervalului (−∞,+∞). Prin urmare, func�tia dat�a este continu�a pe intervalul (0,+∞).

3. Func�tiile trigonometrice f(x) = sinx, f(x) = cosx, f(x) = tg x, f(x) = ctg x

sunt func�tii continue pe domeniile sale de de�ni�tie. De exemplu, continuitatea func�tiei
f(x) = sin x pe segmentele

[
kπ − π

2
,
π

2
+ kπ

]
, k ∈ Z rezult�a din monotonia ei. De aici

rezult�a continuitatea func�tiei f(x) = sinx pe toat�a axa real�a.

3.8.2 Existen�ta �si continuitatea func�tiei inverse

Teorema 3.25. Fie f(x) o func�tie continu�a �si strict cresc�atoare pe segmentul [a, b] �si

A = f(a), B = f(b). Atunci imaginea segmentului [a, b] este segmentul [A,B] �si func�tia

x = f−1(y) invers�a relativ la func�tia y = f(x) este uniform�a, strict cresc�atoare �si continu�a

pe segmentul [A,B].

Demonstra�tie. Remarc�am, mai ��nt�ai, c�a ��n ipoteza teoremei s-ar putea de ��nlocuit ter-
menul ½cresc�atoare� cu termenul ½descresc�atoare� �si atunci��n concluzie ar trebui de��nlocuit
segmentul [A,B] cu segmentul [B,A].

Observ�am c�a dac�a o func�tie f este de�nit�a �si continu�a pe un anumit interval ��nchis
I, atunci valorile pe care le ia func�tia, c�and x parcurge intervalul I vor umple un an-
umit interval I1. �Intr-adev�ar, �e m = inf

x∈I
f(x) �si M = sup

x∈I
f(x), conform teoremei lui

Weierstrass aceste valori sunt atinse ��n anumite puncte ale segmentului I, �e f(xm) = m

�si f(xM) = M. Pentru orice valoare m < l < M, conform teoremei despre atingerea
valorilor intermediare exist�a un punct x0 ∈ I astfel ��nc�at f(x0) = l. Deci, pentru orice
l ∈ I1 = [m,M ] exist�a un punct x0 ∈ I a�sa ��nc�at f(x0) = l.

Prin urmare, pentru �ecare valoare y0 ∈ [A,B] se va g�asi cel pu�tin o valoare x0 ∈ [a, b]

astfel ��nc�at y0 = f(x0). Din monotonia strict�a a func�tiei f reiese c�a aceast�a valoare x0

este unic�a, c�aci, dac�a vom admite c�a valoarea y0 se atinge ��nc�a ��ntr-un punct x1 ∈ [a, b],

x1 6= x0, atunci dac�a, de exemplu x0 < x1, ar trebui s�a avem y0 = f(x0) < f(x1) = y0,

ceea ce este imposibil. Deci, pe segmentul [A,B] este de�nit�a func�tia x = f−1(y) invers�a
func�tiei y = f(x).

Aceast�a func�tie, de asemenea este strict cresc�atoare. �Intr-adev�ar, �e y1, y2 ∈ [A,B]

�si y1 < y2. Not�am x1 = f−1(y1) �si x2 = f−1(y2). Dac�a vom admite c�a x1 > x2, atunci
vom avea f(x1) > f(x2) adic�a y1 > y2, ceea ce contrazice faptul c�a y1 < y2. Deci func�tia
invers�a x = f−1(y) este monoton�a �si valorile ei umplu segmentul [a, b] �si conform teoremei
despre continuitatea func�tiei monotone ea este continu�a pe [A,B].
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Exemplu. Func�tia y = sinx este continu�a �si strict monoton�a pe segmentul [−π
2
,
π

2
].

Imaginea acestui segment prin func�tia sin x este segmentul [−1, 1]. Conform teoremei
demonstrate mai sus, pe segmentul [−1, 1] exist�a func�tia invers�a x = arcsin y care este
strict cresc�atoare �si continu�a pe acest segment.

Analogic ne convingem c�a func�tia f(x) = arccos x este continu�a pe segmentul [−1, 1],

iar func�tiile f(x) = arctg x, f(x) = arcctg x sunt continue pe intervalul (−∞,+∞).

Teorema 3.26. Fie f(x) o func�tie continu�a �si strict cresc�atoare pe intervalul (a, b) �si �e

A = inf
x∈(a,b)

f(x), B = sup
x∈(a,b)

f(x),

unde ��n particular ar putea � a,A = −∞, b, B = +∞. Atunci imaginea intervalului (a, b)

este intervalul (A,B) �si func�tia x = f−1(y) invers�a func�tiei y = f(x) este bijectiv�a, strict

cresc�atoare �si continu�a pe intervalul (A,B).

Remarc�am c�a ��n ipoteza teoremei s-ar putea de ��nlocuit termenul ½cresc�atoare� cu
termenul ½descresc�atoare� �si atunci ��n concluzie ar trebui de ��nlocuit intervalul (A,B) cu
intervalul (B,A).
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Capitolul 4

Calculul diferen�tial al func�tiilor de o

variabil�a real�a

4.1 Derivata func�tiei ��ntr-un punct

4.1.1 Unele probleme care au condus la no�tiunea de derivat�a

Una din no�tiunile fundamentale ale analizei matematice �si ��n fond ale ��ntregii �stiin�te
este cea de derivat�a, atribuit�a de opotriv�a lui Leibniz �si Newton. Aceast�a no�tiune mo-
deleaz�a ceea ce s-ar putea numi ½viteza de varia�tie� a unei func�tii, permite ad�ancirea
studiului local �si global al func�tiilor �si ��n acela�si timp st�a la baza formul�arii matematice a
numeroaselor legi ale �zicii. De altfel, Newton a introdus �si a utilizat ��n mod sistematic
conceptul de derivat�a anume ��n leg�atur�a cu studiul legilor mecanice. Au existat dou�a
probleme care au condus la descoperirea no�tiunii de derivat�a: una �zic�a � modelarea
matematic�a a no�tiunii intuitive de vitez�a a unui punct material, �si alta geometric�a �
problema despre trasarea tangentei la o curb�a plan�a.

Problema despre determinarea vitezei instantanee (momentane) a unui mo-
bil.

Fie c�a un punct material se mi�sc�a rectiliniu de-a lungul unei axe l, ��n direc�tia pozitiv�a
a acestei axe �si �e c�a func�tia s = s(t) exprim�a distan�ta parcurs�a de punctul material ��n
momentul t de timp.

Fix�am un moment t0 de timp, ��n acest moment punctul material se a��a la distan�ta
s(t0) de la origine. �Si �e t = t0+∆t un moment arbitrar de timp. �In acest moment punctul
se a��a la distan�ta s(t) = s(t0+∆t) de la origine. �In intervalul de timp (t0, t0+∆t) punctul
material a parcurs o distan�ta

∆s(t0) = s(t)− s(t0) = s(t0 + ∆t)− s(t0).

Dac�a mi�scarea punctului material ar � fost uniform�a, atunci viteza lui ar � fost egal�a cu

∆s(t0)

∆t
=
s(t0 + ∆t)− s(t0)

∆t
.
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Dac�a mi�scarea nu este uniform�a, atunci raportul
∆s(t0)

∆t
nu este constant �si exprim�a viteza

medie a punctului material ��n intervalul de timp (t0, t0 + ∆t).

Practic nu exist�a mi�sc�ari uniforme, dar ��n intervale foarte mici de timp ea tinde s�a
devin�a uniform�a, iar viteza medie respectiv�a tinde c�atre o caracteristic�a a mi�sc�arii ��n
momentul exact de timp t0, care se nume�ste vitez�a instantanee sau momentan�a

v(t0) = lim
∆t→0

∆s(t0)

∆t
= lim

∆t→0

s(t0 + ∆t)− s(t0)

∆t

��n ipoteza c�a aceast�a limit�a exist�a.

Problema despre trasarea tangentei la o curb�a plan�a.
Fie γ o curb�a continu�a pe plan �si �e A �si A′ dou�a puncte de pe curba γ. Dreapta S,

care trece prin punctele A �si A′ se nume�ste secant�a a curbei γ. Vom mi�sca punctul A′

continuu de-a lungul curbei γ, apropiindu-l de punctul A. �In acest proces, secanta S se va
roti ��n jurul punctului A �si se poate ��nt�ampla ca ea s�a tind�a s�a ocupe o anumit�a pozi�tie
pe deplin determinat�a a unei drepte care trece prin punctul A �si pe care o vom nota cu
T. Dac�a aceasta are loc, atunci spunem c�a curba γ ��n punctul A are tangent�a, iar dreapta
T o numim tangent�a la γ ��n punctul A.

Nu orice curb�a continu�a are tangent�a ��n �ecare punct al s�au.
Fie c�a, curba γ reprezint�a gra�cul func�tiei y = f(x), x ∈ (a, b). Fix�am pe γ un punct

A cu abscisa x0. �Ii d�am lui x0 o cre�stere su�cient de mic�a ∆x, a�sa ca x0 + ∆x ∈ (a, b).

Not�am cu A′ punctul de pe γ cu abscisa x0 + ∆x �si ordonata f(x0 + ∆x). Secanta care
trece prin punctele A �si A′ formeaz�a cu direc�tia pozitiv�a a axei Ox un unghi β, tangenta
c�aruia este egal�a cu

tgβ =
∆y

∆x
=
f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
.

Dac�a ∆x tinde la zero, atunci din continuitatea lui f rezult�a c�a �si ∆y va tinde la zero, iar
punctul A′ se va apropia nelimitat de A. Se poate ��nt�ampla (dar aceasta poate �si s�a nu se

��nt�ample!) c�a atunci c�and ∆x→ 0, raportul
∆y

∆x
va tinde la o anumit�a valoare limit�a k

∃ k = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
.

�In aceste condi�tii, unghiul β va tinde la un unghi α diferit de
π

2
. �Impreun�a cu unghiul β �si

secanta S va tinde s�a ocupe pozi�tia bine determinat�a a tangentei T la curba γ ��n punctul
A, care formeaz�a cu direc�tia pozitiv�a a axei Ox unghiul α.

A�sadar, dac�a exist�a limita �nit�a

lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x

atunci curba γ are tangent�a ��n punctul cu abscisa x0, panta c�areia este egal�a cu valoarea
acestei limite.
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Observ�am c�a ambele aceste probleme conduc la necesitatea efectu�arii urm�atoarei
opera�tii: trebuie s�a calcul�am limita de la raportul dintre cre�sterea func�tiei ��ntr-un punct
c�atre cre�sterea argumentului, ��n condi�tia c�a cre�sterea argumentului tinde la 0. Aceast�a
opera�tie ��n matematic�a se nume�ste diferen�tiere, iar rezultatul ei se nume�ste derivat�a.

4.1.2 De�ni�tia derivatei func�tiei ��ntr-un punct. Derivate laterale

Fie dat�a o func�tie f(x) de�nit�a ��ntr-o anumit�a vecin�atate a punctului x0 �si �e x un
punct arbitrar din aceast�a vecin�atate.

Fie ∆x = x− x0 cre�sterea argumentului. Ei ��i corespunde cre�sterea func�tiei

∆f(x0) = f(x0 + ∆x)− f(x0).

De�ni�tia 4.1. Fie f : U(x0) → R. Dac�a exist�a limita (�nit�a) a raportului dintre cre�sterea
func�tiei �si cre�sterea argumentului , c�and cre�sterea argumentului tinde la 0, adic�a exist�a

lim
∆x→0

∆f(x0)

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
= lim

x→0

f(x)− f(x0)

x− x0

atunci acest�a limit�a se nume�ste derivata func�tiei f(x) ��n punctul x0 �si se noteaz�a cu unul
dintre simbolurile

f ′(x0),
df(x0)

dx
,

df

dx
(x0), ḟ(x0).

A�sadar

f ′(x0) = lim
∆x→0

∆f(x0)

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
= lim

x→0

f(x)− f(x0)

x− x0

.

De�ni�tia 4.2. Fie f : U(x0) → R. Vom spune c�a func�tia f(x) are ��n punctul x0 derivat�a

in�nit�a egal�a cu +∞ (coresp. −∞) dac�a

f ′(x0) = lim
∆x→0

∆f(x0)

∆x
= +∞ (coresp. f ′(x0) = lim

∆x→0

∆f(x0)

∆x
= −∞).

De�ni�tia 4.3. Fie f : U(x0) → R. Derivatele laterale ale func�tiei f(x) ��n punctul x0 se
de�nesc astfel

f ′(x0 + 0) = f ′+(x0) = lim
∆x→0+

∆f(x0)

∆x
coresp. f ′(x0 − 0) = f ′−(x0) = lim

∆x→0

∆f(x0)

∆x
.

Teorema 4.1. Fie f : U(x0) → R. Pentru ca ��n punctul x0 s�a existe derivata f ′(x0)

a func�tiei f(x) este necesar �si su�cient ca ��n acest punct s�a existe derivata la st�anga �si

derivata la dreapta a func�tiei f(x) �si ca ele s�a �e egale

f ′(x0 − 0) = f ′(x0 + 0) = f ′(x0).
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Exemplu. Fie f(x) = x|x|, x ∈ R.
Dac�a x0 > 0, atunci �tin�and cont de faptul c�a ∆x→ 0, putem considera c�a x0+∆x > 0.

Astfel
f(x0 + ∆x)− f(x0) = (x0 + ∆x)2 − x2

0 = 2x0∆x+ (∆x)2.

Deci

lim
∆x→0

∆f(x0)

∆x
= lim

∆x→0

2x0∆x+ (∆x)2

∆x
= 2x0 = 2|x0|.

Dac�a x0 < 0, atunci �tin�and cont de faptul c�a ∆x→ 0, putem considera c�a x0+∆x < 0.

Astfel
f(x0 + ∆x)− f(x0) = −(x0 + ∆x)2 + x2

0 = −2x0∆x− (∆x)2.

Deci

lim
∆x→0

∆f(x0)

∆x
= lim

∆x→0

−2x0∆x− (∆x)2

∆x
= −2x0 = 2|x0|.

Dac�a x0 = 0, atunci

f(0 + ∆x)− f(0) = ∆x|∆x| − 0 = ∆x|∆x|.

Deci
lim

∆x→0

∆f(x0)

∆x
= lim

∆x→0
|∆x| = 0.

�In a�sa fel
∀x ∈ R avem (x|x|)′ = 2|x|.

Exerci�tiu. Ar�ata�ti c�a ∀x ∈ R : (x3)′ = 3x2.

Remarc�a. De�ni�tia derivatei ��ntr-un punct are un caracter local. Mai exact aceasta
��nseamn�a urm�atoarle: comportarea la limit�a a raportului

f(x)− f(x0)

x− x0

c�and x→ x0

nu se va schimba, dac�a pentru un δ > 0 dat vom schimba valoarea func�tiei ��n exteriorul
δ−vecin�at�a�tii punctului x0.

4.1.3 Continuitatea func�tiei derivabile

Teorema 4.2. Dac�a o func�tie f : U(x0) → R are derivat�a ��n punctul x0, atunci ea este

continu�a ��n acest punct.

Demonstra�tie. Conform ipotezei

∃ lim
∆x→0

∆f(x0)

∆x
= f ′(x0).

Deci
∆f(x0)

∆x
= f ′(x0) + α(∆x), unde α(∆x) → 0, c�and ∆x→ 0.
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De aici ob�tinem

∆f(x0) = f ′(x0) ·∆x+ α(∆x) ·∆x = f ′(x0) ·∆x+ o(∆x) (∆x→ 0).

Deci
lim

∆x→0
∆f(x0) = 0,

ceea ce ��nseamn�a c�a func�tia f este continu�a ��n punctul x0.

Remarc�a. A�rma�tia invers�a nu este adev�arat�a: Nu orice func�tie continu�a��ntr-un
punct are derivat�a ��n acest punct.

Exemplu. Fie f(x) = |x|, x ∈ R. Aceast�a func�tie este continu�a pe R �si ��n particular
��n punctul x0 = 0. Dar

f ′(0− 0) = lim
∆x→0−

∆f(0)

∆x
= lim

∆x→0−

−∆x

∆x
= −1

�si

f ′(0 + 0) = lim
∆x→0+

∆f(0)

∆x
= lim

∆x→0+

∆x

∆x
= 1.

Astfel
f ′(0− 0) 6= f ′(0 + 0)

�si deci nu exist�a derivata func�tiei date ��n punctul 0 de�si func�tia este continu�a ��n acest
punct.

4.1.4 Exemple de calcul al derivatelor

1. Fie f(x) = C, C = const.

∆f(x) = f(x+ ∆x)− f(x) = C − C = 0,

deci
C ′ = 0.

2. Fie f(x) = xn, n ∈ N∗, x ∈ R.

∆f(x) = f(x+∆x)−f(x) = (x+∆x−x)
(
(x+ ∆x)n−1 + (x+ ∆x)n−2x+ · · ·+ xn−1

)
=

= ∆x ·
(
(x+ ∆x)n−1 + (x+ ∆x)n−2x+ · · ·+ xn−1

)
.

Deci

lim
∆x→0

∆f(x)

∆x
= lim

∆x→0

∆x · ((x+ ∆x)n−1 + (x+ ∆x)n−2x+ · · ·+ xn−1)

∆x
=

= lim
∆x→0

(
(x+ ∆x)n−1 + (x+ ∆x)n−2x+ · · ·+ xn−1

)
= nxn−1.
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Astfel
∀x ∈ R : (xn)′ = n · xn−1, n ∈ N∗.

3. Fie f(x) = sin x, x ∈ R.

∆f(x) = f(x+ ∆x)− f(x) = sin(x+ ∆x)− sin x = 2 sin
∆x

2
· cos

2x+ ∆x

2
.

Deci

lim
∆x→0

∆f(x)

∆x
= lim

∆x→0

2 sin
∆x

2
· cos

2x+ ∆x

2
∆x

= lim
∆x→0

sin
∆x

2
∆x

2

· lim
∆x→0

cos
2x+ ∆x

2
= 1·cosx = cos x.

Astfel
∀x ∈ R : (sinx)′ = cos x.

Exerci�tiu. Ar�ata�ti c�a ∀x ∈ R : (cos x)′ = − sin x.

4. Fie f(x) = ax, x ∈ R, a > 0, a 6= 1.

∆f(x) = f(x+ ∆x)− f(x) = ax+∆x − ax = ax ·
(
a∆x − 1

)
.

Deci

lim
∆x→0

∆f(x)

∆x
= lim

∆x→0

ax ·
(
a∆x − 1

)
∆x

= ax · lim
∆x→0

a∆x − 1

∆x
= ax · ln a.

Astfel
∀x ∈ R : (ax)′ = ax · ln a.

�In particular
∀x ∈ R : (ex)′ = ex.

5. Fie f(x) = loga x, x ∈ (0,+∞), a > 0, a 6= 1.

∆f(x) = f(x+ ∆x)− f(x) = loga(x+ ∆x)− loga x = loga

x+ ∆x

x
= loga

(
1 +

∆x

x

)
.

Deci

lim
∆x→0

∆f(x)

∆x
= lim

∆x→0

loga

(
1 + ∆x

x

)
∆x

= lim
∆x→0

1

x
·
loga

(
1 +

∆x

x

)
∆x

x

=
1

x
· loga e =

1

x ln a
.

Astfel
∀x ∈ (0,+∞) : (loga x)

′ =
1

x ln a
.

�In particular

∀x ∈ (0,+∞) : (lnx)′ =
1

x
.
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4.1.5 Regulile de diferen�tiere de baz�a

Teorema 4.3. Fie func�tiile u : U(x0) → R �si v : U(x0) → R au derivatele u′(x0) �si

corespunz�ator v′(x0) ��n punctul x0. Atunci:

i) func�tia u+ v are derivat�a ��n punctul x0 �si

(u+ v)′(x0) = u′(x0) + v′(x0);

ii) func�tia u · v are derivat�a ��n punctul x0 �si

(u · v)′(x0) = u′(x0) · v(x0) + u(x0) · v′(x0);

iii) dac�a v(x0) 6= 0, atunci func�tia
u

v
are derivat�a ��n punctul x0 �si(u

v

)′
(x0) =

u′(x0)v(x0)− u(x0)v
′(x0)

v2(x0)
.

Demonstra�tie. �Ii d�am lui x0 o cre�stere ∆x. Func�tiile u �si v primesc respectiv cre�sterile

∆u(x0) = u(x0 + ∆x)− u(x0), ∆v(x0) = v(x0 + ∆x)− v(x0).

i) Fie f(x) = (u+ v)(x). Avem

∆f(x0) = f(x0+∆x)−f(x0) = u(x0+∆x)+v(x0+∆x)−(u(x0) + v(x0)) = ∆u(x0)+∆v(x0).

Deci

lim
∆x→0

∆f(x0)

∆x
= lim

∆x→0

∆u(x0) + ∆v(x0)

∆x
= lim

∆x→0

∆u(x0)

∆x
+ lim

∆x→0

∆v(x0)

∆x
= u′(x0) + v′(x0).

ii) Fie f(x) = (u · v)(x). Avem

∆f(x0) = f(x0 + ∆x)− f(x0) = u(x0 + ∆x) · v(x0 + ∆x)− u(x0) · v(x0) =

= (u(x0) + ∆u(x0))(v(x0) + ∆v(x0))− u(x0) · v(x0) =

= u(x0)v(x0) + u(x0)∆v(x0) + v(x0)∆u(x0) + ∆u(x0)∆v(x0)− u(x0)v(x0) =

= u(x0)∆v(x0) + v(x0)∆u(x0) + ∆u(x0)∆v(x0).

Deci
lim

∆x→0

∆f(x0)

∆x
= lim

∆x→0

u(x0)∆v(x0) + v(x0)∆u(x0) + ∆u(x0)∆v(x0)

∆x
=

= v(x0) lim
∆x→0

∆u(x0)

∆x
+ u(x0) lim

∆x→0

∆v(x0)

∆x
+ lim

∆x→0

(
∆u(x0)

∆x
·∆v(x0)

)
=

= u′(x0) · v(x0) + u(x0) · v′(x0).

Aici am observat c�a

lim
∆x→0

(
∆u(x0)

∆x
·∆v(x0)

)
= u′(x0) · 0 = 0,
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deoarece func�tia v(x) av�and derivat�a��n x0 este continu�a��n acest punct �si deci ∆v(x0) → 0,

c�and ∆x→ 0.

iii) Fie f(x) =
u(x)

v(x)
. Avem

∆f(x0) = f(x0 + ∆x)− f(x0) =
u(x0 + ∆x)

v(x0 + ∆x)
− u(x0)

v(x0)
=
u(x0) + ∆u(x0)

v(x0) + ∆v(x0)
− u(x0)

v(x0)
=

=
u(x0)v(x0) + v(x0)∆u(x0)− u(x0)v(x0)− u(x0)∆v(x0)

v(x0)(v(x0) + ∆v(x0))
=
v(x0)∆u(x0)− u(x0)∆v(x0)

v(x0)(v(x0) + ∆v(x0))
.

Deci

lim
∆x→0

∆f(x0)

∆x
= lim

∆x→0

v(x0)∆u(x0)− u(x0)∆v(x0)

∆xv(x0)(v(x0) + ∆v(x0))
=

=
1

v2(x0)
lim

∆x→0

(
v(x0)

∆u(x0)

∆x
− u(x0)

∆v(x0)

∆x

)
=
u′(x0)v(x0)− u(x0)v

′(x0)

v2(x0)
.

Exerci�tiu. Ar�ata�ti c�a

(tg x)′ =
1

cos2 x
, (ctg x)′ = − 1

sin2 x
.

4.2 Func�tii diferen�tiabile. Diferen�tiala func�tiei

4.2.1 No�tiune de func�tie diferen�tiabil�a ��ntr-un punct. Condi�tia

necesar�a �si su�cient�a de diferen�tiabilitate a unei func�tii��ntr-

un punct

Fie f : U(x0) → R, x0 ∈ R.

De�ni�tia 4.4. O func�tie f : U(x0) → R se nume�ste diferen�tiabil�a ��n punctul x0, dac�a
exist�a un num�ar real A ∈ R �si o func�tie α : U(x0) → R satisf�ac�and condi�tia lim

x→x0

α(x) = 0

astfel ��nc�at

f(x)− f(x0) = A(x− x0) + α(x)(x− x0), ∀x ∈ U(x0).

Sau, cu x− x0 = ∆x,

f(x0 + ∆x)− f(x0) = A∆x+ α(x0 + ∆x)∆x, ∀x0 + ∆x ∈ U(x0),

sau, cu ∆x = h

f(x0 + h)− f(x0) = A · h+ α(x0 + h) · h, ∀x0 + h ∈ U(x0).
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Observ�am c�a
α(x0 + ∆x) ·∆x = o(∆x), ∆x→ 0.

Cu alte cuvinte, o func�tie f : U(x0) → R se nume�ste diferen�tiabil�a ��n punctul x0, dac�a
pentru cre�steri ∆x su�cient de mici ale argumentului, cre�sterea

∆f(x0) = f(x0 + ∆x)− f(x0)

a func�tiei poate � scris�a ca sum�a a doi termeni, unul liniar ��n raport cu cre�sterea argu-
mentului ∆x, iar al doilea un in�nit mic de ordin superior ��n raport cu ∆x

∆f(x0) = A∆x+ o(∆x), ∆x→ 0.

Teorema 4.4. Pentru ca o func�tie f : U(x0) → R s�a �e diferen�tiabil�a ��n punctul x0 este

necesar �si su�cient ca f s�a aib�a derivat�a ��n acest punct.

Demonstra�tie. Necesitatea. Fie f : U(x0) → R este diferen�tiabil�a ��n punctul x0, atunci
conform de�ni�tiei avem

∆f(x0) = A∆x+ o(∆x), ∆x→ 0.

De aici ob�tinem
∆f(x0)

∆x
= A+

o(∆x)

∆x
, ∆x→ 0.

Trecem la limit�a ��n ultima egalitate cu ∆x→ 0 �si ob�tinem

lim
∆x→0

∆f(x0)

∆x
= A+ lim

∆x→0

o(∆x)

∆x
= A,

deci
∃f ′(x0) = lim

∆x→0

∆f(x0)

∆x
= A.

Su�cien�ta. Fie c�a ∃f ′(x0) = A. Atunci conform de�ni�tiei derivatei func�tiei avem

lim
∆x→0

∆f(x0)

∆x
= A

�si deci
∆f(x0)

∆x
= A+ α(∆x), ∆x→ 0.

De aici ob�tinem
∆f(x0) = A∆x+ α(∆x) ·∆x, ∆x→ 0.

Deci f este diferen�tiabil�a ��n punctul x0.

Din aceast�a teorem�a rezult�a c�a constanta A din de�ni�tia func�tiei diferen�tiabile este
��ntocmai derivata func�tiei f ��n punctul x0. Deci cre�sterea unei func�tii f diferen�tiabile
��ntr-un punct x0 poate � scris�a ��n forma

∆f(x0) = f ′(x0)∆x+ o(∆x), ∆x→ 0.
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4.2.2 No�tiune de diferen�tial�a. Aplica�tiile diferen�tialei la calcule

aproximative

Dac�a f este diferen�tiabil�a ��n punctul x0, atunci ��n cre�sterea ei putem eviden�tia doi
termeni: unul liniar ��n raport cu ∆x, care se nume�ste partea liniar�a principal�a a cre�sterii

func�tiei �si cel�alalt in�nit mic ��n raport cu ∆x.

De�ni�tia 4.5. Dac�a func�tia f : U(x0) → R este diferen�tiabil�a ��n punctul x0, atunci
partea liniar�a principal�a din cre�sterea func�tiei, adic�a func�tia liniar�a

h 7→ A · h, ∀h ∈ R,

se nume�ste diferen�tiala func�tiei f �si se noteaz�a cu

df(x0), sau dfx0 , sau dfx0(h), sau df(x0;h).

Deci,
df(x0;h) = Ah = f ′(x0)h,

sau, cu h = ∆x

df(x0; ∆x) = f ′(x0) ·∆x.

Observ�am c�a func�tia f(x) = x, x ∈ R este diferen�tiabil�a ��n toate punctele x ∈ R �si

df(x; ∆x) = 1 ·∆x,

deci diferen�tiala func�tiei identice este aceea�si ��n toate punctele �si prin urmare putem folosi
nota�tia

dx = ∆x.

Diferen�tiala func�tiei identice se nume�ste diferen�tiala variabilei independente.

A�sadar, diferen�tiala unei func�tii f diferen�tiabile ��ntr-un punct x0 este

df(x0) = f ′(x0)dx,

de aici vine nota�tia
f ′(x0) =

df(x0)

dx
.

Pentru func�tia de o variabil�a real�a no�tiunile de diferen�tiabilitate �si derivabilitate sunt
echivalente �si deci, dac�a fun�tiile u : U(x0) → R �si v : U(x0) → R sunt diferen�tiabile ��n
punctul x0, atunci �si fun�tiile u± v, u · v �si

u

v
, (��n cazul c�and v(x0) 6= 0) sunt diferen�tiabile

��n punctul x0 �si au loc formulele

d(u± v)(x0; dx) = du(x0, dx)± dv(x0; dx),

d(uv)(x0; dx) = v(x0)du(x0; dx) + u(x0)dv(x0; dx),

d
(u
v

)
(x0; dx) =

v(x0)du(x0; dx)− u(x0)dv(x0; dx)

v2(x0)
.
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Fie c�a func�tia f : U(x0) → R este diferen�tiabil�a ��n punctul x0, atunci cre�sterea ei ��n
acest punct poate � aproximat�a prin diferen�tiala ei ��n acest punct

∆f(x0) ≈ df(x0; dx),

adic�a
f(x0 + ∆x)− f(x0) ≈ f ′(x0) ·∆x,

deci
f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + f ′(x0) ·∆x.

Ultima foarmul�a se folose�ste la calcularea aproximativ�a a valorilor func�tiilor.

Exemplu. De calculat aproximativ valoarea expresiei (9.14)2 +
√

9.14.

Fie f(x) = x2 +
√
x. Dac�a consider�am x = 9.14, atunci observ�am c�a f(9.14) =

(9.14)2 +
√

9.14. Pentru a calcula valoarea func�tiei ��n punctul x = 9.14 vom folosi formula
de mai sus. Fie x0 = 9, atunci ∆x = x− x0 = 9.14− 9 = 0.14. Avem

f(x0) = f(9) = 92+
√

9 = 84, f ′(x) = 2x+
1

2
√
x
, f ′(9) = 2·9+

1

2
√

9
= 18

1

6
=

109

6
.

Deci

f(9.14) = 9.142 +
√

9.14 ≈ 84 +
109

6
· 0.14 = 84 +

109 · 0.7
3

≈ 84 + 25.433 = 109.433.

4.3 Sensul geometric �si sensul �zic al derivatei �si dife-
ren�tialei func�tiei de o variabil�a real�a

4.3.1 Sensul geometric al derivatei func�tiei de o variabil�a real�a.

Ecua�tia tangentei la gra�cul func�tiei

Fie f : I → R, I ⊂ R, x0 ∈ I. Din problema despre trasarea tangentei la gra�cul
unei func�tii, cunoa�stem c�a dac�a exist�a derivata �nit�a f ′(x0), atunci ��n punctul cu abscisa
x = x0 putem trasa tangenta la gra�cul func�tiei �si panta tangentei este

k = tgα = f ′(x0),

aici α este unghiul pe care-l foarmeaz�a tangenta cu direc�tia pozitiv�a a axei Ox. �In a�sa fel,
ecua�tia tangentei dus�a la gra�cul func�tiei y = f(x) ��n punctul (x0, f(x0)) este

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0),

adic�a
y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).
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Dac�a f ′(x0) 6= 0, adic�a tangenta nu este paralel�a cu axa Ox, atunci normala dus�a la
gra�cul func�tiei y = f(x) ��n punctul (x0, f(x0)) este de�nit�a de ecua�tia

y − f(x0) = − 1

f ′(x0)
(x− x0),

sau

y = − 1

f ′(x0)
(x− x0) + f(x0).

Exemplul 1. Scrie�ti ecua�tiile tangentei �si normalei duse la gra�cul func�tiei y = x3−3x

��n punctul cu abscisa x0 = −2. Panta tangentei este

k = f ′(−2) = (3x2 − 3)
∣∣
x=−2

= 9, iar f(−2) = −2.

Ecua�tia tangentei este

y = 9(x+ 2)− 2, adic�a y = 9x− 16.

Ecua�tia normalei este

y =
1

9
(x+ 2)− 2, adic�a y =

1

9
x− 16

9
.

Exemplul 2. Fie f(x) =
3
√
x2. Domeniul de de�ni�tie al func�tiei este Df = R.

f ′(x) =
2

3 3
√
x
.

Observ�am c�a ��n punctul x0 = 0 func�tia nu este derivabil�a, dar are derivatele laterale
in�nite

f ′−(0) = −∞, f ′+(0) = +∞.

Deci, ��n acest punct tangenta la gra�cul func�tiei este vertical�a.

Exemplul 3. Fie

f(x) =

{
x2, dac�a x ≤ 0

sin x, dac�a x > 0.

Consider�am x0 = 0.

f ′−(0) = lim
∆x→0−

(∆x)2

∆x
= 0, f ′+(0) = lim

∆x→0+

sin ∆x

∆x
= 1.

Deci ��n punctul cu abscisa x0 = 0 nu exist�a tangenta la gra�cul func�tiei date, dar exist�a
tangentele laterale ��n acest punct, care formeaz�a un unghi, un a�sa punct se nume�ste punct
unghiular al gra�cului func�tiei.
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4.3.2 Sensul geometric al diferen�tialei func�tiei de o variabil�a real�a

Fie f : I → R, I ⊂ R, x0 ∈ I o func�tie derivabil�a ��n x0 �si �e f ′(x0) 6= 0. Fie
A(x0, f(x0)), B(x0 + ∆x, f(x0 + ∆x)) dou�a puncte de pe gra�cul acestei func�tii.

Cre�sterea func�tiei la ½trecerea� din punctul A ��n punctul B este

∆f(x0) = f(x0 + ∆x)− f(x0) = BD.

Not�am cu C punctul de intersec�tiei cu dreapta BD a tangentei dus�a la gra�cul func�tiei
��n punctul A. Avem

CD = AD · tgα = ∆x · f ′(x0) = df(x0).

�In a�sa fel, concludem c�a diferen�tiala func�tiei f(x) ��n punctul x0 este egal�a cu cre�sterea

ordonatei punctului tangentei dus�a la gra�cul func�tiei y = f(x) ��n punctul (x0, f(x0)) la

trecerea de la punctul cu abscisa x0 la punctul cu abscisa x0 + ∆x.

4.3.3 Sensul �zic al derivatei �si diferen�tialei func�tiei de o variabil�a

real�a

Sensul �zic al derivatei. Fie c�a un punct material se mi�sc�a rectilinuu �si legea mi�sc�arii
este de�nit�a de func�tia s = s(t). Atunci viteza instantanee a punctului material ��n mo-
mentul de timp t = t0 este

v(t0) = s′(t0).

Exemplu. S�a calcul�am viteza instantanee a unui automobil ��n momentul de timp
t = 5 (ore) a c�arui pozi�tie ��n momentul t este determinat�a de func�tia s(t) = t3 − 4t2 + 10

(km).
Avem

v(5) = s′(5) =
(
3t2 + 8t

)∣∣
t=5

= 3 · 52 + 8 · 5 = 115 (km/h).

Sensul �zic al diferen�tialei. A�sa cum

ds(t0; ∆t) = s′(t0) ·∆t = v(t0) ·∆t

concludem c�a ds(t0; ∆t) este distan�ta pe care ar � parcurs-o punctul material ��n intervalul
de timp (t0, t0 +∆t) dac�a s-ar � mi�scat cu vitez�a constant�a egal�a cu viteza instantanee ��n
momentul t0 de timp.

4.4 Derivata func�tiei inverse

4.4.1 Existen�ta �si calculul derivatei func�tiei inverse

Teorema 4.5. Dac�a f : I → R este o func�tie continu�a strict cresc�atoare (descresc�atoare)

derivabil�a ��n punctul x0 ∈ I cu f ′(x0) 6= 0, atunci func�tia invers�a f−1(y) are derivat�a ��n
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punctul y0 = f(x0) �si are loc formula

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
.

Pe scurt ultima formul�a se noteaz�a

x′y =
1

y′x
.

Demonstra�tie. Fie imaginea intervalului I prin func�tia f este intervalul Y. Conform
teoremei despre existen�ta func�tiei inverse, pe intervalul Y exist�a �si este continu�a func�tia
x = f−1(y) invers�a func�tiei y = f(x).

Fix�am x0 ∈ I �si ��i d�am o cre�stere ∆x a.��. x0 + ∆x ∈ I. Acestei cre�steri ��i corespunde
cre�sterea func�tiei

∆y = ∆f(x0) = f(x0 + ∆x)− f(x0),

de aici
y0 + ∆y = f(x0 + ∆x) ∈ Y,

�si

∆f−1(y0) = f−1(y0+∆y)−f−1(y0) = f−1(f(x0+∆x))−f−1(f(x0)) = x0+∆x−x0 = ∆x.

�In plus, din continuitatea func�tiilor avem c�a ∆x→ 0 dac�a �si numai dac�a ∆y → 0. Si deci

lim
∆y→0

∆f−1(y0)

∆y
= lim

∆y→0

∆x

∆y
= lim

∆y→0

1
∆y

∆x

= lim
∆x→0

1
∆y

∆x

=
1

f ′(x0)
.

Deci
(f−1)′(y0) =

1

f ′(x0)
.

4.4.2 Sensul geometric al derivatei func�tiei inverse

Fie c�a au loc condi�tiile din Teorema 4.5. Dup�a cum se cunoa�ste derivata f ′(x0) este
egal�a cu panta tangentei, adic�a cu tangenta unghiului α format cu direc�tia pozitiv�a a
axei Ox de c�atre tangenta dus�a la gra�cul func�tiei y = f(x) ��n punctul cu abscisa x0.

Dar func�tia invers�a x = f−1(y) are acela�si gra�c, doar c�a variabila independent�a pentru
ea este y �si se depune pe axa Oy. De aceea derivata (f−1)′(y0) este egal�a cu tangenta
unghiului β format cu direc�tia pozitiv�a a axei Oy de c�atre aceea�si dreapt�a tangent�a.

Astfel formula dedus�a ��n Teorema 4.5 se reduce la rela�tia cunoscut�a:

dac�a α+ β =
π

2
, atunci tg β =

1

tgα
.
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4.4.3 Calculul derivatelor func�tiilor trigonometrice inverse

1. y = arcsinx, x ∈ [−1, 1], y ∈
[
−π

2
,
π

2

]
. Func�tia invers�a este x = sin y.

x′y = cos y, pentru y ∈
(
−π

2
,
π

2

)
avem x′y = cos y > 0.

Deci

(arcsinx)′ = y′x =
1

x′y
=

1

cos y
=

1√
1− sin2 y

=
1√

1− x2
,

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
, x ∈ (−1, 1).

2. y = arccosx, x ∈ [−1, 1], y ∈ [0, π]. Func�tia invers�a este x = cos y.

x′y = − sin y, pentru y ∈ (0, π) avem x′y = − sin y > 0.

Deci

(arccos x)′ = y′x =
1

x′y
= − 1

sin y
= − 1√

1− cos2 y
= − 1√

1− x2
,

(arccos x)′ = − 1√
1− x2

, x ∈ (−1, 1).

3. y = arctg x, x ∈ (−∞,+∞), y ∈
(
−π

2
,
π

2

)
. Func�tia invers�a este x = tg y.

x′y =
1

cos2 y
, pentru y ∈

(
−π

2
,
π

2

)
avem x′y > 0.

Deci

(arctg x)′ = y′x =
1

x′y
= cos2 y =

1

1 + tg2 y
=

1

1 + x2
.

(arctg x)′ =
1

1 + x2
, x ∈ (−∞,+∞).

4. y = arcctg x, x ∈ (−∞,+∞), y ∈ (0, π) . Func�tia invers�a este x = ctg y.

x′y = − 1

sin2 y
, pentru y ∈ (0, π) avem x′y < 0.

Deci

(arcctg x)′ = y′x =
1

x′y
= − sin2 y = − 1

1 + ctg2 y
= − 1

1 + x2
.

(arcctg x)′ = − 1

1 + x2
, x ∈ (−∞,+∞).
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4.5 Derivata �si diferen�tiala func�tiei compuse

4.5.1 Existen�ta �si calculul derivatei func�tiei compuse

Teorema 4.6 (Regula lan�tului). Dac�a func�tia u = u(x) are derivat�a ��n punctul x0, iar

func�tia y = f(u) are derivat�a ��n punctul u0 = u(x0), atunci func�tia compus�a y = f(u(x))

are derivat�a ��n punctul x0 �si are loc formula

y′(x0) = f ′(u0) · u′(x0).

Ultima formul�a poate � scris�a ��n formele

dy

dx
=
dy

du
· du
dx

sau y′x = f ′u · u′x.

Cu alte cuvinte, derivata func�tiei compuse este egal�a cu produsul dintre derivata
func�tiei ��n raport cu variabila intermediar�a �si derivata variabilei intermediare ��n raport
cu variabila independent�a.

Demonstra�tie. Deoarece func�tia u = u(x) este derivabil�a��n x0 rezult�a c�a ea este de�nit�a
��ntr-o vecin�atate U(x0) a acestui punct �si

∃ lim
∆x→0

∆u

∆x
= u′(x0).

Deoarece func�tia y = f(u) este derivabil�a ��n punctul u0 = u(x0) rezult�a c�a ea este de�nit�a
��ntr-o vecin�atate a punctului u0 �si deci are sens func�tia compus�a f(u(x)) �si putem pune
problema despre existen�ta �si calculul derivatei ei ��n punctul x0.

Deoarece f(u) este derivabil�a ��n punctul u0, ea este �si diferen�tiabil�a ��n acest punct �si

∆y = f ′(u0) ·∆u+ α(∆u) ·∆u, unde lim
∆u→0

α(∆u) = 0. (4.1)

Vom considera α(0) = 0. Cu o astfel de conven�tie rela�tia (4.1) r�am�ane adev�arat�a, iar
func�tia α(∆u) devine continu�a pentru ∆u = 0. �Ii d�am lui x0 o cre�stere ∆x. Ea va implica
cre�sterea ∆u a func�tiei u = u(x) care la r�andul s�au va implica cre�sterea ∆y a func�tiei
y = f(u) care se exprim�a prin ∆u dup�a formula (4.1).

Dar ∆y este ��n acela�si timp cre�sterea func�tiei compuse y = f(u(x)) care corespunde
cre�sterii ∆x a variabilei x ��n punctul x0.

�Imp�ar�tim egalitatea (4.1) la ∆x,

∆y

∆x
= f ′(u0) ·

∆u

∆x
+ α(∆u) · ∆u

∆x
.

Trecem la limit�a ��n ultima egalitate cu ∆x→ 0

lim
∆x→0

∆y

∆x
= f ′(u0) · lim

∆x→0

∆u

∆x
+ lim

∆x→0
α(∆u) · lim

∆x→0

∆u

∆x
=
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= f ′(u0) · u′(x0) + u′(x0) · lim
∆u→0

α(∆u) = f ′(u0) · u′(x0).

Aici am folosit faptul c�a atunci c�and ∆x → 0, din continuitatea func�tiei u = u(x) avem
c�a ∆u→ 0 �si deoarece α(∆u) este continu�a ��n ∆u = 0 avem

lim
∆x→0

α(∆u) = lim
∆u→0

α(∆u) = α(0) = 0.

�In a�sa fel,

y′(x0) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= f ′(u0) · u′(x0).

Exemplul 1. (sin 3x)′ = cos 3x · (3x)′ = 3 cos 3x.

Exemplul 2.

(tg3(2x− 5))′ = 3tg2(2x− 5) · (tg(2x− 5))′ =

= 3tg2(2x− 5) · 1

cos2(2x− 5)
· (2x− 5)′ =

6

cos2(2x− 5)
tg2(2x− 5).

Exemplul 3. S�a calcul�am derivata func�tiei y = chx.

(chx)′ =
(
ex + e−x

2

)′
=

1

2

(
(ex)′ + (e−x)′

)
=

1

2

(
ex + e−x · (−x)′

)
=

1

2

(
ex − e−x

)
= shx.

Exerci�tii. Demonstra�ti formulele

(shx)′ = chx, x ∈ R,

(thx)′ =
1

ch2x
, x ∈ R,

(cthx)′ = − 1

sh2x
, x ∈ R∗.

4.5.2 Diferen�tiala func�tiei compuse. Invarian�ta formei ei

Dac�a func�tia u = u(x) are derivat�a ��n punctul x0, iar func�tia y = f(u) are derivat�a ��n
punctul u0 = u(x0), atunci func�tia compus�a y = f(u(x)) are derivat�a ��n punctul x0 �si are
loc formula

y′(x0) = f ′(u0) · u′(x0).

Dar atunci diferen�tiala func�tiei compuse este

dy(x0; dx) = y′(x0) · dx = f ′(u0) · u′(x0) · dx = f ′(u0) · du(u0; dx).

Deci forma de ��nscriere a diferen�tialei func�tiei compuse nu depinde de aceea dac�a este u
variabil�a independent�a sau la r�andul s�au ea ��ns�a�si este func�tie de o alt�a variabil�a. De
aceea formula

dy = f ′(u)du

se nume�ste forma invariant�a de ��nscriere a diferen�tialei func�tiei compuse.
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4.5.3 Diferen�tierea logaritmic�a

S�a studiem func�tia

f(x) = ln |x| =

{
lnx, dac�a x > 0

ln(−x), dac�a x < 0.

Domeniul de de�ni�tie al ei este Df = R \ {0}. Deoarece

(lnx)′ =
1

x
, (ln(−x))′ = 1

−x
· (−x)′ = 1

x
,

ob�tinem
(ln |x|)′ = 1

x
, x 6= 0.

Aplic�and regula lan�tului avem

(ln |f(x)|)′ = 1

f(x)
· f ′(x) =

f ′(x)

f(x)
.

De�ni�tia 4.6. Raportul
f ′(x)

f(x)
se nume�ste derivata logaritmic�a a func�tiei f(x).

Metoda diferen�tierii logaritmice const�a��n aceea c�a mai��nt�ai se a��a derivata logaritmic�a
�si apoi se a��a ��ns�a�si derivata func�tiei dup�a formula

f ′(x) = (ln |f(x)|)′ · f(x).

Exemplul 1. Fie f(x) = xα, α ∈ R. Avem

ln |xα| = α · ln |x|, deci f ′(x) = (ln |f(x)|)′ · f(x) = α · 1

x
· xα = αxα−1.

(xα)′ = αxα−1, α ∈ R.

Exemplul 2. Fie

y =
(x+ 2)5 · 2sin x√

(1 + x3)5
.

Avem
ln |y| = 5 ln |x+ 2|+ sinx · ln 2− 5

2
ln |1 + x3|.

y′

y
=

5

x+ 2
+ cosx · 2− 5

2
· 3x2

1 + x3
,

deci

y′ =

(
5

x+ 2
+ 2 cosx− 5

2
· 3x2

1 + x3

)
· (x+ 2)5 · 2sin x√

(1 + x3)5
.

Exerci�tiu. Calcula�ti derivata func�tiei y = xcos x.
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4.5.4 Derivarea func�tiilor de�nite parametric

Fie func�tiile x = x(t) �si y = y(t) de�nite ��ntr-o vecin�atate a punctului t0 �si x(t) este
continu�a �si strict monoton�a. Atunci exist�a func�tia invers�a ei t = t(x) �si ��ntr-o vecin�atate
a punctului x0 = x(t0) are sens func�tia compus�a y = y(t(x)), care se nume�ste func�tie
de�nit�a parametric de formulele{

x = x(t),

y = y(t), t ∈ U(t0).

Teorema 4.7. Dac�a func�tiile x = x(t) �si y = y(t) sunt derivabile ��n punctul t0, adic�a

exist�a x′(t0) �si y′(t0) �si dac�a ��n plus x′(t0) 6= 0, atunci func�tia de�nit�a parametric y =

y(t(x)) este derivabil�a ��n punctul x0 = x(t0) �si are loc formula

y′(x0) =
y′(t0)

x′(t0)
,

sau pe scurt

y′x =
y′t
x′t
.

�Intr-adev�ar, aplic�and regula lan�tului �si teorema despre derivata func�tiei inverse avem

y′x = (y(t(x)))′x = y′t · t′x = y′t ·
1

x′t
=
y′t
x′t
.

Exerci�tiu. A�a�ti y′x dac�a func�tia y este de�nit�a parametric de ecua�tiile{
x(t) = et sin t,

y(t) = et cos t.

4.5.5 Derivarea func�tiilor de�nite implicit

Fie c�a func�tia y = y(x) este de�nit�a implicit de ecua�tia

F (x, y) = 0.

Aici F (x, y(x)) este o func�tiei compus�a �si dac�a exist�a derivata y′(x) atunci ea poate �
calculat�a deriv�and identitatea F (x, y) = 0 ��n raport cu x dup�a regula lan�tului.

Exemplu. Fie c�a func�tia y(x) este de�nit�a implicit de ecua�tia

x2y3 + xy − 13 = 0.

S�a a��am derivata y′. Pentru aceasta deriv�am ecua�tia dat�a �tin�and cont de faptul c�a y este
func�tie de x. Avem

2x · y3 + x2 · 3y2 · y′ + y + x · y′ = 0,

de unde a��am
(3x2y2 + x)y′ = −(2xy3 + y)

�si deci

y′ = − 2xy3 + y

3x2y2 + x
.
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4.6 Derivate �si diferen�tiale de ordin superior

4.6.1 De�ni�tia derivatelor de ordin superior

De�ni�tia 4.7. Fie I ⊂ R un interval deschis �si f : I → R o func�tie a c�arei derivat�a exist�a
��n �ecare punct din I. Dac�a func�tia f ′(x) este la r�andul s�au derivabil�a ��ntr-un punct
x0 ∈ I, atunci spunem c�a func�tia f este de dou�a ori derivabil�a ��n x0. �In acest caz (f ′)′(x0)

se nume�ste derivata a doua a func�tiei f ��n x0 �si se noteaz�a f ′′(x0). Deci

f ′′(x0) = (f ′)′(x0) sau
d2f

dx2
(x0) =

d

dx

(
df

dx

)
(x0).

Proced�and prin recuren�t�a, spunem c�a func�tia f este de k ori derivabil�a ��n punctul x0,

dac�a func�tia f (k−1)(x) este derivabil�a ��n x0. Deci

f (k)(x0) = (f (k−1))′(x0) sau
dkf

dxk
(x0) =

d

dx

(
dk−1f

dxk−1

)
(x0).

C�and a�rm�am c�a o func�tie f este de k ori derivabil�a ��ntr-un punct x0 sub�an�telegem c�a
f are toate derivatele p�an�a la ordinul k−1 inclusiv, pe o vecin�atate a lui x0 �si c�a derivata
de ordinul k − 1 este derivabil�a ��n x0.

O func�tie f se nume�ste in�nit derivabil�a ��n x0 dac�a ea admite derivate de orice ordin
��n acest punct.

Func�tiile elementare sunt in�nit derivabile ��n orice punct interior mul�timii lor de
de�ni�tie.

De�ni�tia 4.8. O func�tie f : I → R se nume�ste continuu derivabil�a de k ori sau de clas�a

Ck pe intervalul I dac�a f are toate derivatele p�an�a la ordinul k pe I �si derivata de ordinul
k este continu�a pe I.

Mul�timea func�tiilor de clas�a Ck pe intervalul I se noteaz�a Ck(I).

Prin C0(I) = C(I) se ��n�telege mul�timea func�tiilor continue pe I.
Prin C∞(I) se noteaz�a mul�timea func�tiilor in�nit derivabile pe I.

Exemple.
i) Fie y = 2x4 + 3x2 + 1. S�a calcul�am y′′′. Avem

y′ = 8x3 + 6x, y′′ = (y′)′ = 24x2 + 6, y′′′ = (y′′)′ = 48x.

ii) Fie y = ax. Pentru orice k ∈ N∗ avem

(ax)(k) = ax · (ln a)k, x ∈ R.

�In particular
(ex)(k) = ex, x ∈ R.
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Exerci�tii. Demonstra�ti c�a pentru orice x ∈ R au loc formulele

(sinx)(k) = sin
(
x+ k · π

2

)
, k = 1, 2, . . . .

(cosx)(k) = cos
(
x+ k · π

2

)
, k = 1, 2, . . . .

4.6.2 Derivatele de ordinul n ale sumei a dou�a func�tii �si ale pro-

dusului a dou�a func�tii

Teorema 4.8. Dac�a u ∈ Cn(I) �si v ∈ Cn(I), n ∈ N∗, atunci (u ± v) ∈ Cn(I) �si are loc

formula

(u± v)(n)(x) = u(n)(x)± v(n)(x), ∀x ∈ I.

Demonstra�tie. Demonstr�am teorema prin induc�tie.
Pentru n = 1 avem

(u± v)′(x) = u′(x)± v′(x),

ceea ce a fost demonstrat mai sus.
Admitem c�a formula are loc pentru n = k, adic�a avem

(u± v)(k)(x) = u(k)(x)± v(k)(x), ∀x ∈ I.

Fie n = k + 1. Conform de�ni�tiei derivatei de ordinul k + 1 avem

(u± v)(k+1)(x) =
(
(u± v)(k)

)′
(x) =

(
u(k)(x)± v(k)(x)

)′
= u(k+1)(x)± v(k+1)(x).

Teorema 4.9 (Formula lui Leibniz). Dac�a u ∈ Cn(I) �si v ∈ Cn(I), n ∈ N∗, atunci

(u · v) ∈ Cn(I) �si are loc formula

(u · v)(n)(x) =
n∑

k=0

Ck
nu

(n−k)(x)v(k)(x), ∀x ∈ I.

Demonstra�tie. Demonstr�am teorema prin induc�tie.
Pentru n = 1 avem

(u · v)′ = u′v + uv′,

ceea ce a fost demonstrat mai sus.
Admitem c�a formula are loc pentru n = k.

S�a demonstr�am c�a formula lui Leibniz are loc �si pentru n = k + 1. Avem

(u · v)(k+1) =
(
(u · v)(k)

)′
=

(
n∑

k=0

Ck
nu

(n−k)v(k)

)′
=
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=
n∑

k=0

Ck
nu

(n−k+1)v(k) +
n∑

k=0

Ck
nu

(n−k)v(k+1) =

= C0
nu

(n+1)v + C1
nu

(n)v′ + C2
nu

(n−1)v(2) + · · ·+ Cn
nu

′v(n)+

+C0
nu

(n)v′ + C1
nu

(n−1)v(2) + · · ·+ Cn−1
n u′v(n) + Cn

nuv
(n+1) =

= u(n+1)v + (C0
n + C1

n)u(n)v′ + (C1
n + C2

n)u(n−1)v(2) + · · ·+ (Cn−1
n + Cn

n)u′v(n) + uv(n+1) =

= u(n+1)v + C1
n+1u

(n)v′ + C2
n+1u

(n−1)v(2) + · · ·+ Cn
n+1u

′v(n) + uv(n+1) =
n+1∑
k=0

Ck
nu

(n−k)v(k).

Aici am folosit formula Ck−1
n + Ck

n = Ck
n+1.

Exemplu. Fie f(x) = x2e3x. S�a se calculeze f (10)(x).

Vom aplica formula lui Leibniz.

f (10)(x) = x2 · 310e3x + 1. · 2x · 39e3x + 45 · 2 · 38e3x = 39e3x(3x2 + 20x+ 30).

Exerci�tiu. Fie f(x) = x2 sin x. S�a se calculeze f (20)(x).

4.6.3 Derivatele de ordin superior ale func�tiei compuse

Teorema 4.10. Dac�a func�tia u = u(x) are derivat�a de ordinul doi ��n punctul x0 �si func�tia

y = f(u) are derivat�a de ordinul doi ��n punctul u0 = u(x0), atunci func�tia compus�a

y = f(u(x)) are derivat�a de ordinul doi ��n punctul x0 �si are loc formula

f ′′(x0) = f ′′(u0) · (u′(x0))
2 + f ′(u0) · u′′(x0).

Pe scurt aceast�a formul�a se scrie

y′′xx = y′′uu · (u′x)2 + y′u · u′′xx.

Demonstra�tie. Din existen�ta derivatelor u′′(x0) �si y′′(u0) rezult�a existen�ta primelor
derivate u′(x) �si y′(u) ��ntr-o anumit�a vecin�atate a punctelor x0 �si u0 corespunz�ator. Prin
urmare func�tiile u(x) �si y(u) sunt continue ��n punctele x0 �si u0 corespunz�ator. Deci ��n
vecin�atatea punctului x0 are sens func�tia compus�a y(u(x)). Avem

y′x = y′u · u′x,

iar de aici ob�tinem

y′′xx = (y′u · u′x)′x = (y′u)
′
x · u′x + y′u · u′′xx = y′′uu · (u′x)2 + y′u · u′′xx.
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Exemplu. S�a se demonstreze c�a func�tia y =
√

2x− x2 satisface ecua�tia y3 ·y′′+1 = 0.

Fie u = 2x − x2, atunci u′ = 2 − 2x, u′′ = −2. Avem y =
√
u �si deci y′u =

1

2
√
u
�si

y′′uu = − 1

4u
√
u
. �In a�sa fel

y3 · y′′ + 1 = u
√
u

(
− 1

4u
√
u
· 4(1− x)2 +

1

2
√
u
· (−2)

)
+ 1 =

= −(1− x)2 − u+ 1 = −1 + 2x− x2 − 2x+ x2 + 1 = 0.

4.6.4 Derivatele de ordin superior ale func�tiilor de�nite paramet-

ric

Fie func�tiile x = x(t) �si y = y(t) de�nite ��ntr-o vecin�atate a punctului t0 �si x(t) este
continu�a �si strict monoton�a. �Intr-o vecin�atate a punctului x0 = x(t0) are sens func�tia
compus�a y = y(t(x)), care se nume�ste func�tie de�nit�a parametric de formulele{

x = x(t),

y = y(t), t ∈ U(t0).

Teorema 4.11. Dac�a func�tiile x = x(t) �si y = y(t) sunt derivabile de dou�a ori ��n punctul

t0, adic�a exist�a x
′′(t0) �si y

′′(t0) �si dac�a ��n plus x′(t0) 6= 0, atunci func�tia de�nit�a parametric

y = y(t(x)) este derivabil�a de dou�a ori ��n punctul x0 = x(t0) �si are loc formula

y′′(x0) =
y′′(t0) · x′(t0)− x′′(t0) · y′(t0)

(x′(t0))3

sau pe scurt

y′′xx =
y′′tt · x′t − x′′tt · y′t

(x′t)
3

.

Demonstra�tie. Aplic�and regula lan�tului �si teorema despre derivata func�tiei parametrice
avem

y′′xx = (y′x)
′
x =

(
y′t
x′t

)′
x

=
(y′t)

′
xx

′
t − (x′t)

′
xy
′
t

(x′t)
2

=

=
y′′ttt

′
xx

′
t − x′′ttt

′
xy
′
t

(x′t)
2

=
y′′tt − x′′tt ·

y′t
x′t

(x′t)
2

=
y′′ttx

′
t − x′′tty

′
t

(x′t)
3

.

Exerci�tiu. A�a�ti y′′xx dac�a func�tia y este de�nit�a parametric de ecua�tiile{
x(t) = et sin t,

y(t) = et cos t.
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4.6.5 Derivatele de ordin superior ale func�tiei inverse

Teorema 4.12. Dac�a f : I → R este o func�tie continu�a strict cresc�atoare (descresc�atoare)

derivabil�a de dou�a ori ��n punctul x0 ∈ I cu f ′(x0) 6= 0, atunci func�tia invers�a f−1(y) este

derivabil�a de dou�a ori ��n punctul y0 = f(x0) �si are loc formula

(f−1)′′(y0) = − f ′′(x0)

(f ′(x0))3
.

Pe scurt ultima formul�a se noteaz�a

x′′yy = − y′′xx

(y′x)
3
.

Demonstra�tie. Conform Teoremei 4.5 avem

x′y =
1

y′x
.

Ca urmare

x′′yy = (x′y)
′
y =

(
1

y′x

)′
y

=

(
1

y′x

)′
x

· x′y = − 1

(y′x)
2
· y′′xx ·

1

y′x
= − y′′xx

(y′x)
3
.

4.6.6 Diferen�tialele de ordin superior ale unei func�tii. Nevalabi-

litatea invarian�tei formei diferen�tialei pentru diferen�tialele

de ordin superior

De�ni�tia 4.9. Spunem c�a o func�tie f : U(x0) → R este de dou�a ori diferen�tiabil�a ��n

punctul x0 dac�a func�tia df(x; ∆x) = f ′(x)∆x este diferen�tiabil�a ��n punctul x0 oricare ar
� ∆x ∈ R.

Dac�a f este de dou�a ori diferen�tiabil�a ��n x0, atunci aplica�tia

d2f(x0; ∆x) = d(df)(x0; ∆x) = d(f ′(x)∆x)(x0; ∆x) = (f ′(x)·∆x)′(x0)·∆x = f ′′(x0)(∆x)
2

se nume�ste diferen�tiala a doua a func�tiei f ��n punctul x0.

De�ni�tia 4.10. O func�tie f : U(x0) → R este de k ori diferen�tiabil�a ��n punctul x0 dac�a
diferen�tiala de ordinul k − 1 a func�tiei f, adic�a

dk−1f(x; ∆x) = f (k−1)(x)(∆x)k−1

este diferen�tiabil�a ��n punctul x0 oricare ar � ∆x ∈ R.
�In acest caz aplica�tia

dkf(x0; ∆x) = d(dk−1f)(x0; ∆x) = d(f (k−1)(x)(∆x)k−1)(x0; ∆x) =

= (f (k−1)(x) · (∆x)k−1)′(x0) ·∆x = f (k)(x0)(∆x)
k

se nume�ste diferen�tiala de ordinul k a func�tiei f ��n punctul x0.
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Teorema 4.13. O func�tie f : U(x0) → R este de k ori diferen�tiabil�a ��n punctul x0 dac�a

�si numai dac�a f este de k ori derivabil�a ��n x0.

Deoarece ∆x = dx, putem scrie

dkf(x0) = f (k)(x0)dx
k.

Dac�a func�tia u = u(x) este diferen�tiabil�a de dou�a ori��n punctul x0, iar func�tia y = f(u)

este diferen�tiabil�a de dou�a ori ��n punctul u0 = u(x0), atunci func�tia compus�a y = f(u(x))

este diferen�tiabil�a de dou�a ori ��n punctul x0 �si avem

d2y(x0; dx) = d(dy)(x0; dx) = d(y′(u) · u′(x) · dx)(x0; dx) =

= y′′(u0) · (u′(x0))
2dx2 + y′(u0) · u′′(x0)dx

2 = y′′(u0)(du(x0; dx))
2 + y′(u0)d

2u(x0; dx).

Deci forma de ��nscriere a diferen�tialei de ordinul doi a func�tiei compuse nu posed�a forma
invariant�a de ��nscriere, adic�a depinde de aceea dac�a este u variabil�a independent�a sau la
r�andul s�au ea ��ns�a�si este func�tie de o alt�a variabil�a.

Nici diferen�tialele de ordin k ≥ 2 nu au aceast�a proprietate. De exemplu, pentru
func�tii diferen�tiabile de trei ori, putem deduce formula

d3y = f ′′′(u)du3 + 3f ′′(u)du · d2u+ f ′(u)d3u.
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Capitolul 5

Teoremele de baz�a ale calculului

diferen�tial

5.1 Teoremele de medie

5.1.1 Teorema Fermat

Fie f : I → R, I ⊂ R.

De�ni�tia 5.1. Punctul x0 ∈ I se nume�ste punct de extrem local sau relativ al func�tiei f
dac�a exist�a o vecin�atate U a lui x0 astfel ��nc�at diferen�ta f(x) − f(x0) p�astreaz�a semnul
constant pentru orice x ∈ I ∩ U. Dac�a:

f(x)− f(x0) ≤ 0, ∀x ∈ I ∩ U, atunci x0 se nume�ste punct de maxim local,

f(x)− f(x0) ≥ 0, ∀x ∈ I ∩ U, atunci x0 se nume�ste punct de minim local.

Dac�a diferen�ta f(x)− f(x0) p�astreaz�a semnul constant pentru orice x ∈ I, atunci x0

se nume�ste punct de extrem absolut sau global.

Remarc�a. Orice punct de extrem absolut este punct de extrem relativ. Reciproca nu
este adev�arat�a.

Teorema 5.1 (Teorema lui Fermat). Fie f : I → R, I ⊂ R �si x0 un punct de extrem al

func�tiei f, interior lui I. Dac�a func�tia f este derivabil�a ��n punctul x0, atunci f
′(x0) = 0.

Demonstra�tie. Fie c�a punctul x0 din interiorul intervalului I este un punct de maxim
local al func�tiei f, atunci exist�a o vecin�atate U(x0) a lui x0 astfel ��nc�at

∀x ∈ U(x0) avem f(x) ≤ f(x0).

Conform ipotezei exist�a derivata f ′(x0),

f ′(x0) = lim
∆x→0

∆f(x0)

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
.

113
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Fie x = x0 + ∆x, atunci dac�a ∆x→ 0 avem x→ x0, adic�a

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

, (5.1)

�si aceast�a limit�a nu depinde de modul ��n care se apropie x de x0, din st�anga sau din
dreapta. Dar pentru x < x0 avem x− x0 < 0 �si

f(x)− f(x0)

x− x0

≥ 0, (5.2)

deoarece f(x)− f(x0) ≤ 0, ∀x ∈ U(x0).

Pentru x > x0 avem x− x0 > 0 �si

f(x)− f(x0)

x− x0

≤ 0. (5.3)

Trec�and la limit�a ��n inegalit�a�tile (5.2) �si (5.3) cu x→ x0 �tin�and cont de (5.1) ob�tinem{
f ′(x0) ≥ 0,

f ′(x0) ≤ 0.

Ceea ce este posibil doar atunci c�and f ′(x0) = 0.

Sensul geometric al Teoremei Fermat:
�In condi�tiile teoremei Fermat, tangenta dus�a la gra�cul func�tiei y = f(x) ��n punctul

(x0, f(x0)) este paralel�a cu axa Ox (deoarece tgα = f ′(x0) = 0).

Remarc�a. �In demonstra�tia teoremei esen�tial este faptul c�a x0 este un punct din
interiorul intervalului I. F�ar�a aceast�a ipotez�a, teorema nu mai este adev�arat�a: dac�a func�tia
f de�nit�a pe un segment atinge extremul s�au ��n una din extremit�a�tile segmentului, atunci
derivata func�tiei, dac�a exist�a, poate s�a �e diferit�a de zero.

Exemplu.
Fie f : [0, 1] → R, f(x) = x. Avem

fmin = f(0) = 0, fmax = f(1) = 1,

dar f ′(x) = 1, ∀x ∈ [0, 1], deci f ′(0) = f ′(1) = 1 6= 0.

Teorema lui Fermat este o condi�tie necesar�a de extrem.

De�ni�tia 5.2. Un punct x0 ∈ I se nume�ste punct sta�tionar al func�tiei f : I → R, dac�a
f este derivabil�a ��n x0 �si f ′(x0) = 0.

Teorema lui Fermat a�rm�a c�a punctele de extrem ale unei func�tii derivabile sunt puncte
sta�tionare.



5. TEOREMELE DE BAZ�A ALE CALCULULUI DIFEREN�TIAL 115

5.1.2 Teorema Rolle

Teorema 5.2 (Teorema lui Rolle). Fie f : [a, b] → R. Dac�a:
(1) f este continu�a pe [a, b],

(2) f este derivabil�a pe (a, b),

(3) f(a) = f(b),

atunci exist�a un punct c ∈ (a, b) astfel ��nc�at f ′(c) = 0.

Demonstra�tie. Func�tia f �ind continu�a pe segmentul [a, b], conform Teoremei lui Weier-
strass, atinge pe el valorile sale maxim�a M �si minim�a m. Sunt posibile dou�a cazuri:

1. M = m. �In acest caz, f(x) ≡ const �si deci f ′(x) = 0, ∀x ∈ [a, b].

2. M > m. �In acest caz cel pu�tin unul dintre numereleM saum este diferit de valoarea
comun�a f(a) = f(b). Fie de exemplu M 6= f(a). Atunci maximul func�tiei f pe segmentul
[a, b] se atinge ��ntr-un punct c ∈ (a, b) �si deci c este un punct de extrem global pentru f
�si conform Teoremei lui Fermat avem f ′(c) = 0. Analogic analiz�am cazul c�and m 6= f(a).

Sensul geometric al Teoremei Rolle:
Dac�a ordonatele extremit�a�tilor curbei y = f(x) sunt egale, atunci pe curb�a exist�a cel

pu�tin un punct ��n care tangenta este paralel�a cu axa Ox.

Remarca 1. Toate cele trei condi�tii din ipoteza Teoremei lui Rolle sunt esen�tiale.

Exemplul 1. Fie f : [0, 1] → R, f(x) = x − [x]. Func�tia f satisface condi�tiile (2) �si
(3) din teorem�a, dar ea nu satisface condi�tia (1), a�sa cum f este discontinu�a ��n punctul
x0 = 1. Observ�am c�a f ′(x) = 1,∀x ∈ (0, 1) �si deci Teorema lui Rolle nu are loc.

Exemplul 2. Fie f : [−1, 1] → R, f(x) = |x|. Func�tia f satisface condi�tiile (1) �si
(3) din teorem�a, dar ea nu satisface condi�tia (2), a�sa cum f nu este derivabil�a ��n punctul
x0 = 0. Avem f ′(x) = −1, dac�a −1 ≤ x < 0 �si f ′(x) = 1, dac�a 0 < x ≤ 1. Teorema lui
Rolle nu are loc.

Exemplul 3. Fie f : [0, 1] → R, f(x) = x. Func�tia f satisface condi�tiile (1) �si (2) din
teorem�a, dar ea nu satisface condi�tia (3). Avem f ′(x) = 1, ∀x ∈ [0, 1] �si deci Teorema lui
Rolle nu are loc.

Remarca 2. Teorema lui Rolle a�rm�a numai existen�ta punctului c ∈ (a, b), f�ar�a nici
o precizare asupra unicit�a�tii acestuia.

5.1.3 Teorema Lagrange

Teorema 5.3 (Teorema lui Lagrange). Fie f : [a, b] → R. Dac�a:
(1) f este continu�a pe [a, b],

(2) f este derivabil�a pe (a, b),

atunci exist�a un punct c ∈ (a, b) astfel ��nc�at

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).
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Demonstra�tie. S�a consider�am o func�tie ajut�atoare

F (x) = f(x)− λx

�si s�a determin�am valoarea parametrului λ ��n a�sa fel ��nc�at func�tia F s�a satisfac�a ipoteza
Teoremei lui Rolle. Observ�am c�a primele dou�a condi�tii au loc pentru orice valoare λ ∈ R.
Avem

F (a) = f(a)− λa, F (b) = f(b)− λb

�si dac�a cerem satisfacerea condi�tiei F (a) = F (b) g�asim

λ =
f(b)− f(a)

b− a
.

�In a�sa fel func�tia

F (x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
· x

satisface ipoteza Teoremei lui Rolle �si deci

∃c ∈ (a, b) a.��. F ′(c) = 0,

dar

F ′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a

�si deci

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Sensul geometric al Teoremei lui Lagrange:

M�arimea
f(b)− f(a)

b− a
este egal�a cu tangenta unghiului format cu direc�tia pozitiv�a a

axei Ox de c�atre coarda care une�ste punctele A(a, f(a)) �si B(b, f(b)) de pe gra�cul func�tiei
y = f(x). M�arimea f ′(c) este tangenta unghiului format cu direc�tia pozitiv�a a axei Ox
de c�atre tangenta dus�a la gra�cul func�tiei y = f(x) ��n punctul cu abscisa c. Teorema lui
Lagrange a�rm�a, c�a pe gra�cul func�tiei y = f(x) exist�a un punct C ��n care tangenta la
curba respectiv�a este paralel�a cu coarda AB.

Remarc�a. Teorema lui Lagrange a�rm�a numai existen�ta punctului c ∈ (a, b), f�ar�a
nici o precizare asupra unicit�a�tii acestuia.

Din Teorema lui Lagrange rezult�a c�a dac�a f : I → R este o func�tie derivabil�a pe I,
atunci oricare ar � x1, x2 ∈ I, x1 6= x2, exist�a un punct ξ de forma ξ = x1 + θ(x2 − x1),

cu θ ∈ (0, 1), astfel ��nc�at

f(x1)− f(x2) = f ′(ξ) · (x1 − x2).
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�In particular, dac�a a, a+ h ∈ I, avem

f(a+ h) = f(a) + f ′(ξ) · h, ξ = a+ θh, θ ∈ (0, 1).

Teorema lui Lagrange se nume�ste prima teorem�a de medie a calculului diferen�tial sau
teorema cre�sterilor �nite.

Corolar. Dac�a f : I → R este o func�tie derivabil�a pe I ⊂ R �si f ′(x) = 0 pe I, atunci
f este constant�a pe I.

�Intr-adev�ar oricare ar � x1, x2 ∈ I, x1 6= x2, exist�a un punct ξ de forma

ξ = x1 + θ(x2 − x1),

cu θ ∈ (0, 1), astfel ��nc�at

f(x1)− f(x2) = f ′(ξ) · (x1 − x2) = 0.

Astfel f(x1) = f(x2),∀x1, x2 ∈ I �si deci func�tia f este constant�a pe I.
De aici rezult�a c�a dac�a f, g : I → R sunt derivabile pe I ⊂ R �si f ′(x) = g′(x) pe I,

atunci f �si g difer�a printr-o constant�a pe I.

5.1.4 Teorema Cauchy

Teorema 5.4 (Teorema lui Cauchy). Fie f, g : [a, b] → R. Dac�a:
(1) f este continu�a pe [a, b],

(2) f este derivabil�a pe (a, b),

(3) g′(x) 6= 0, x ∈ (a, b),

atunci exist�a un punct c ∈ (a, b) astfel ��nc�at

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
.

Demonstra�tie. Remarc�am c�a ��n condi�tiile teoremei avem g(a) 6= g(b), deoarece ��n caz
contrar aplic�and la func�tia g Teorema lui Rolle, ar exista un punct c ∈ (a, b) a.��. g′(c) = 0,

ceea ce contrazice condi�tia (3).
S�a consider�am func�tia ajut�atoare

F (x) = f(x)− λg(x)

�si s�a determin�am valoarea parametrului λ ��n a�sa fel ��nc�at func�tia F s�a satisfac�a ipoteza
Teoremei lui Rolle. Observ�am c�a primele dou�a condi�tii au loc pentru orice valoare λ ∈ R.
Avem

F (a) = f(a)− λg(a), F (b) = f(b)− λg(b)

�si dac�a cerem satisfacerea condi�tiei F (a) = F (b) g�asim

λ =
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.
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�In a�sa fel func�tia

F (x) = f(x)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
· g(x)

satisface ipoteza Teoremei lui Rolle �si deci

∃c ∈ (a, b) a.��. F ′(c) = 0,

dar
F ′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(x)

�si deci
f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

Teorema lui Cauchy se nume�ste a doua teorem�a de medie a calculului diferen�tial.

Teorema 5.5 (Teorema lui Darboux). Dac�a func�tia f este derivabil�a pe I, atunci

func�tia f ′ are proprietatea lui Darboux pe I, adic�a nu poate trece de la o valoare la alta

f�ar�a a trece prin toate valorile intermediare.

5.2 Ridicarea nedetermin�arilor (regulile lui l'Hospital)

5.2.1 Ridicarea nedetermin�arilor de forma
0

0
Teorema 5.6 (Regula lui l'Hospital). Fie f, g : [a, b] → R �si x0 ∈ [a, b]. Dac�a:

(1) f �si g sunt derivabile pe (a, b) \ {x0} �si continue ��n x0,

(2) f(x0) = 0, g(x0) = 0,

3) g′(x) 6= 0, ��ntr-o vecin�atate g�aurit�a a lui x0,

4) ∃ lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= λ,

atunci exist�a �si limita lim
x→x0

f(x)

g(x)
�si

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
= λ.

Demonstra�tie. Pentru orice x ∈ [a, b] func�tiile f �si g satisfac ipoteza Teoremei lui
Cauchy pe segmentul cu extremit�a�tile ��n punctele x �si x0. Deci, exist�a un punct cx situat
��ntre x �si x0 astfel ��nc�at are loc egalitatea

f(x)

g(x)
=
f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
=
f ′(cx)

g′(cx)
.

Dac�a x→ x0, atunci cx → x0 �si conform condi�tiei (4) exist�a limita

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(cx)

g′(cx)
= lim

cx→x0

f ′(cx)

g′(cx)
= λ.
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Remarc�am c�a nu este necesar ca func�tiile f �si g s�a aib�a derivat�a ��n ��ns�a�si punctul x0.
�In plus, observ�am c�a aici se includ �si cazurile c�and λ = −∞ �si λ = +∞.

Exemplu. S�a se calculeze limita lim
x→1

sin πx

2x− 2
.

lim
x→1

sin πx

2x− 2
=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ = lim

x→1

π cos πx

2
= −π

2
.

Remarc�a. Dac�a func�tiile f �si g au derivate de ordin superior, care la r�andul s�au
satisfac ipoteza teoremei de mai sus �si de exemplu f ′(x0) = g′(x0) = 0, atunci putem

aplica regula lui l'Hospital pentru c�atul
f ′(x)

g′(x)
.

Exemplu. S�a se calculeze limita lim
x→0

ex2 − 1

cosx− 1
.

lim
x→0

ex2 − 1

cosx− 1
=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ = lim

x→0

2xex2

− sin x
=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ = −2 lim

x→0

ex2
+ 2x2ex2

cosx
= −2.

Teorema 5.7 (Regula lui l'Hospital). Fie f, g : (c,+∞) → R. Dac�a:
(1) f �si g sunt derivabile pe (c,+∞),

(2) lim
x→+∞

f(x) = 0, lim
x→+∞

g(x) = 0,

3) g′(x) 6= 0, ∀x ∈ (c,+∞),

4) ∃ lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= λ,

atunci exist�a �si limita lim
x→∞

f(x)

g(x)
�si

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

f ′(x)

g′(x)
= λ.

Demonstra�tie. Efectu�am schimbarea de variabil�a x =
1

t
. Dac�a x→ +∞ atunci t→ 0.

Intervalul (c,+∞) se aplic�a pe intervalul
(

0,
1

c

)
. Pe intervalul

(
0,

1

c

)
au sens func�tiile

compuse

ϕ(t) = f

(
1

t

)
, ψ(t) = g

(
1

t

)
,

care sunt diferen�tiabile pe intervalul
(

0,
1

c

)
. Avem

ϕ′(t) =

(
f

(
1

t

))′
t

= f ′
(

1

t

)
·
(
− 1

t2

)
; ψ′(t) =

(
g

(
1

t

))′
t

= g′
(

1

t

)
·
(
− 1

t2

)
.

�In plus,
lim
t→0

ϕ(t) = lim
x→+∞

f(x) = 0, lim
t→0

ψ(t) = lim
x→+∞

g(x) = 0.
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A�sa cum g′(x) 6= 0, ∀x ∈ (c,+∞), avem ψ′(t) 6= 0, ∀t ∈
(

0,
1

c

)
. Astfel avem

lim
t→0+

ϕ′(t)

ψ′(t)
= lim

t→0+

f ′
(

1

t

)
·
(
− 1

t2

)
g′
(

1

t

)
·
(
− 1

t2

) = lim
t→0+

f ′
(

1

t

)
g′
(

1

t

) = lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= λ.

A�sadar, sunt satisf�acute condi�tiile Teoremei 5.6 �si deci ∃ lim
t→0+

ϕ(t)

ψ(t)
= λ, dar

lim
t→0+

ϕ(t)

ψ(t)
= lim

x→+∞

f(x)

g(x)
= λ.

Exemplu. S�a se calculeze limita lim
x→+∞

π − 2 arctg x
1

x

.

lim
x→+∞

π − 2 arctg x
1

x

=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ = lim

x→+∞

−2
1

1 + x2

− 1

x2

= 2 lim
x→∞

x2

1 + x2
= 2 · 1 = 2.

5.2.2 Ridicarea nedetermin�arilor de forma
∞
∞

Teorema 5.8 (Regula lui l'Hospital). Fie date dou�a func�tii f �si g. Dac�a

(1) f �si g sunt diferen�tiabile ��ntr-o vecin�atate a punctului �nit sau in�nit x0 (��n par-

ticular, ��n vecin�atatea din st�anga sau din dreapta) cu excep�tia posibil�a a punctului x0,

(2) lim
x→x0

f(x) = ∞, lim
x→x0

g(x) = ∞,

(3) g′(x) 6= 0, ��n vecin�atatea lui x0,

(4) ∃ lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
,

atunci

∃ lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Exemplul 1. Fie α > 0. S�a se calculeze limita lim
x→+∞

lnx

xα
.

lim
x→+∞

lnx

xα
=
∞
∞

= lim
x→+∞

1
x

αxα−1
=

1

α
lim

x→+∞

1

xα
= 0.

Deci, dac�a α > 0, atunci func�tia putere xα cre�ste mai repede dec�at func�tia logaritmic�a,
c�and x→ +∞.

Exemplul 2. Fie α > 0, a > 0, a 6= 1. S�a se calculeze limita lim
x→+∞

xα

ax
.
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lim
x→+∞

xα

ax
= lim

x→+∞

α · xα−1

ax · ln a
= lim

x→+∞

α(α− 1) . . . (α− [α]− 1)xα−[α]−1

ax · (ln a)[α]+1
= 0.

Deci, dac�a α > 0, atunci func�tia putere xα cre�ste mai ��ncet dec�at func�tia exponen�tial�a,
c�and x→ +∞.

5.2.3 Ridicarea nedetermin�arilor de formele ∞−∞, 0 · ∞, 1∞, 00,

∞0.

�In alte cazuri nedeterminate, a�sa ca:

∞−∞, 0 · ∞, 1∞, 00, ∞0

nu exist�a reguli de tipul regulilor lui l'Hospital. Aceste cazuri, cu ajutorul transform�arilor

echivalente, trebuie reduse la cazurile
0

0
sau

∞
∞
.

Exemplul 1. S�a se calculeze limita lim
x→+∞

x3 · e−∞.

lim
x→+∞

x3·e−∞ = |0 · ∞| = lim
x→+∞

x3

ex
=
∣∣∣∞∞ ∣∣∣ = lim

x→+∞

3x2

ex
= lim

x→+∞

6x

ex
= lim

x→+∞

6

ex
=

6

∞
= 0.

Exemplul 2. S�a se calculeze limita lim
x→1

(
1

lnx
− x

lnx

)
.

lim
x→1

(
1

lnx
− x

lnx

)
= |∞ −∞| = lim

x→1

1− x

lnx
=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ = lim

x→1

−1
1

x

= lim
x→1

(−x) = −1.

Exemplul 3. S�a se calculeze limita lim
x→1

x
1

1−x .

lim
x→1

x
1

1−x = |1∞| = lim
x→1

eln x· 1
1−x = elimx→1

ln x
1−x = e−1 =

1

e
,

deoarece

lim
x→1

lnx

1− x
=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ = lim

x→1

1

x
−1

= − lim
x→1

1

x
= −1.

5.3 Formula lui Taylor

5.3.1 Formula lui Taylor pentru un polinom

Fie
P (x) = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n, an 6= 0
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un polinom de grad n ��nscris dup�a puterile lui x.
Polinomul P (x) poate � scris dup�a puterile diferen�tei x − x0, oricare ar � x0 ∈ R.

�Intr-adev�ar, �e t = x− x0, atunci x = t+ x0 �si deci

P (t+ x0) = a0 + a1(t+ x0) + a2(t+ x0)
2 + · · ·+ an(t+ x0)

n.

Ridic�and termenii din membrul drept al ultimei egalit�a�ti la puterile respective �si grup�and
termenii cu puterile egale ale lui t vom ob�tine

P (t+ x0) = b0 + b1t+ b2t
2 + · · ·+ bnt

n.

Revenind la variabila x, de�nitiv avem

P (x) = b0 + b1(x− x0) + b2(x− x0)
2 + · · ·+ bn(x− x0)

n.

S�a a��am coe�cien�tii bk, k = 0, 1, . . . , n. Observ�am c�a

P (x0) = b0.

Din
P ′(x) = b1 + 2b2(x− x0) + 3b3(x− x0)

2 + · · ·+ nbn(x− x0)
n−1

a��am
P ′(x0) = b1.

Din
P ′′(x) = 2b2 + 3 · 2b3(x− x0) + · · ·+ n · (n− 1)bn(x− x0)

n−2

a��am

P ′′(x0) = 2b2, de unde g�asim b2 =
P ′′(x0)

2!
.

Deriv�and consecutiv polinomul P (x) determin�am

P (n)(x) = n(n− 1)(n− 2) . . . · 1 · bn = n!bn, de unde g�asim bn =
P (n)(x0)

n!
.

�In a�sa fel coe�cien�tii polinomului se exprim�a prin valorile polinomului �si ale derivatelor
lui ��n punctul x0. De�nitiv determin�am

P (x) = P (x0) +
P ′(x0)

1!
(x− x0) +

P ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ P (n)(x0)

n!
(x− x0)

n. (5.4)

Formula (5.4) se nume�ste formula lui Taylor pentru polinom.

Dac�a x0 = 0 ob�tinem formula lui Mac-Laurin

P (x) = P (0) +
P ′(0)

1!
x+

P ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ P (n)(0)

n!
xn. (5.5)
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5.3.2 Formula lui Taylor pentru func�tii de o variabil�a real�a

Fie f : I → R o func�tie de n ori derivabil�a ��n punctul x0 ∈ I. Prin analogie cu formula
(5.4) putem alc�atui polinomul

Tn(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n,

pe care ��l vom numi polinomul lui Taylor de gradul n al func�tiei f ��n punctul x0.

Not�am
Rn(x) = f(x)− Tn(x), x ∈ I

�si numim aceast�a func�tie restul lui Taylor de ordinul n al func�tiei f ��n punctul x0.

Din egalitatea de mai sus avem

f(x) = Tn(x) +Rn(x), ∀x ∈ I,

adic�a

f(x) = f(x0)+
f ′(x0)

1!
(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
(x−x0)

2+· · ·+ f (n)(x0)

n!
(x−x0)

n+Rn(x), ∀x ∈ I.
(5.6)

Formula (5.6) se nume�ste formula lui Taylor de ordinul n a func�tiei f ��n punctul x0.

Dac�a func�tia f(x) nu este un polinom, atunci Rn(x) 6≡ 0. Deoarece

lim
x→x0

Rn(x) = 0,

pentru valori ale lui x su�cient de apropiate de x0, polinomul Tn(x) aproximeaz�a func�tia
f(x), adic�a f(x) ≈ Tn(x).

5.3.3 Forma lui Lagrange al restului lui Taylor

Vom considera ��n continuare c�a func�tia f : I → R este de n + 1 ori derivabil�a pe I �si
vom determina forma restului lui Taylor. Vom c�auta func�tia Rn(x) ��n forma

Rn(x) =
M

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1,

unde M = M(x) este o func�tie de variabil�a x care urmeaz�a a � determinat�a.
Fix�am ��n mod arbitrar un punct a 6= x0 ��n intervalul I �si not�am M(a) = M0. Atunci

Rn(a) =
M0

(n+ 1)!
(a− x0)

n+1.

Prin urmare,

f(a) = f(x0)+
f ′(x0)

1!
(a−x0)+

f ′′(x0)

2!
(a−x0)

2+· · ·+f
(n)(x0)

n!
(a−x0)

n+
M0

(n+ 1)!
(a−x0)

n+1.

(5.7)
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Cu scopul de a a�a valoarea M0 s�a consider�am o func�tie ajut�atoare

F (x) = f(x)−
(
f(x0) +

f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+

+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +
M0

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1

)
.

Prin ��nlocuire ne convingem c�a

F (x0) = 0, F (a) = 0.

Func�tia F (x) ca diferen�t�a dintre func�tia f(x) �si un polinom este de asemenea derivabil�a
de n+ 1 ori pe intervalul I. S�a calcul�am aceste derivate.

F ′(x) = f ′(x)−
(
f ′(x0) +

f ′′(x0)

1!
(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

(n− 1)!
(x− x0)

n−1 +
M0

n!
(x− x0)

n

)
,

F ′′(x) = f ′′(x)−
(
f ′′(x0) +

f ′′′(x0)

1!
(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

(n− 2)!
(x− x0)

n−2 +
M0

(n− 1)!
(x− x0)

n−1

)
,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

F (n)(x) = f (n)(x)−
(
f (n)(x0) +

M0

1!
(x− x0)

)
,

F (n+1)(x) = f (n+1)(x)−M0.

Observ�am c�a

F (x0) = F (a) = 0, F ′(x0) = 0, F ′′(x0) = 0, . . . , F (n)(x0) = 0.

Func�tia F (x) satisface condi�tiile teoremei lui Rolle �si deci ��ntre punctele x0 �si a se va g�asi
un punct ξ1 astfel ��nc�at F ′(ξ1) = 0.

Deoarece F ′(x0) = F ′(ξ1) = 0, conform teotemei lui Rolle ��ntre punctele x0 �si ξ1, deci
��ntre punctele x0 �si a, se va g�asi un punct ξ2 astfel ��nc�at F ′′(ξ2) = 0.

Prelungind ra�tionamentul concludem c�a ��ntre punctele x0 �si a exist�a un punct ξn astfel
��nc�at

F (n)(ξn) = 0.

Deoarece F (n)(x0) = 0 �si F (n)(ξn) = 0 atunci ��ntre pnctele x0 �si ξn, deci �si ��ntre
punctele x0 �si a exst�a un punct ξ, astfel ��nc�at F (n+1)(ξ) = 0.
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Dar F (n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ) − M0 �si deci M0 = f (n+1)(ξ). �Inlocuind valoarea g�asit�a
pentru M0 ��n (5.7) ob�tinem

f(a) = f(x0)+
f ′(x0)

1!
(a−x0)+

f ′′(x0)

2!
(a−x0)

2+· · ·+f
(n)(x0)

n!
(a−x0)

n+
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(a−x0)

n+1,

(5.8)
unde ξ este un punct dintre x0 �si a.

Deoarece a este un punct arbitrar al intervalului I ��n egalitatea (5.8) putem ��nlocui ��n
loc de a punctul arbitrar x al intervalului. Ob�tinem

f(x) = f(x0)+
f ′(x0)

1!
(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
(x−x0)

2+· · ·+f
(n)(x0)

n!
(x−x0)

n+
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x−x0)

n+1,

(5.9)
unde ξ este un punct dintre x0 �si x.

Egalitatea (5.9) se nume�ste formula lui Taylor cu restul lui Taylor ��n forma lui La-

grange,

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1,

unde ξ este un punct situat ��ntre x0 �si x. Punctul ξ poate � ��nscris ��n forma

ξ = x0 + θ(x− x0), unde 0 < θ < 1,

deci

Rn(x) =
f (n+1)(x0 + θ(x− x0))

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1.

5.3.4 Forma lui Peano al restului lui Taylor

S�a determin�am comportarea restului lui Taylor c�and x tinde la x0. S�a admitem c�a
func�tia f : I → R este de clas�a Cn pe intervalul I. �Inlocuind ��n formula (5.9) n cu n− 1

ob�tinem

f(x) = f(x0)+
f ′(x0)

1!
(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
(x−x0)

2+· · ·+f
(n−1)(x0)

(n− 1)!
(x−x0)

n−1+
f (n)(ξ)

n!
(x−x0)

n.

Din continuitatea lui f (n)(x) ��n punctul x0 avem

lim
x→x0

f (n)(ξ) = lim
ξ→x0

f (n)(ξ) = f (n)(x0),

deci putem scrie
f (n)(ξ)

n!
=
f (n)(x0)

n!
+ α(x),

unde lim
x→x0

α(x) = 0.

Dar atunci
α(x) · (x− x0)

n = o((x− x0)
n).
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De�nitiv ob�tinem

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + o((x− x0)
n),

(5.10)
aici restul lui Taylor are forma

Rn(x) = o((x− x0)
n). (5.11)

De fapt forma restului este necunoscut�a, dar se stie c�a el este un in�nit mic de ordin n
��n raport cu diferen�ta x − x0. Forma (5.11) a restului lui Taylor a fost indicat�a de c�atre
matematicianul italian Giuseppe Peano (27.08.1858 � 20.04.1932).

Dac�a ��n (5.10) vom ��nlocui x − x0 cu ∆x �si vom trece f(x0) ��n membrul st�ang, vom
ob�tine formula

∆f(x0) =
f ′(x0)

1!
∆x+

f ′′(x0)

2!
∆x2 + · · ·+ fn(x0)

n!
∆xn + o((∆x)n).

Dac�a 0 ∈ I atunci putem lua x0 = 0 �si din (5.9) �si (5.10) ob�tinem formulele lui
Mac-Laurin

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1,

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn + o(xn).

5.3.5 Formula lui Taylor pentru unele func�tii elementare

Exemplul 1. S�a dezvolt�am ��n serie Mac-Laurent func�tia f(x) = ex, x ∈ R.

f(x) = f ′(x) = f ′′(x) = . . . = f (n+1)(x) = ex; f(0) = f ′(0) = . . . = f (n)(0) = 1

Deci func�tia ex are dezvoltarea Mac-Laurin

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+

eξ

(n+ 1)!
xn+1,

unde ξ = θx, θ ∈ (0, 1).

Exemplul 2. S�a dezvolt�am ��n serie Mac-Laurent func�tia f(x) = sin x, x ∈ R.

f(x) = sinx, f ′(x) = cosx, f ′′(x) = − sin x, f ′′′(x) = − cosx,

f (4)(x) = sinx, . . . , f (n)(x) = sin
(
x+ n

π

2

)
;

f(0) = f ′′(0) = . . . = f (2k)(0) = 0, f (2k−1)(x) = (−1)k−1.
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Deci func�tia sinx are dezvoltarea Mac-Laurin

sin x =
x

1!
− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
+

x2n

(2n)!
sin ξ,

unde ξ = θx, θ ∈ (0, 1).

Exemplul 3. Func�tia f(x) = cosx, x ∈ R are dezvoltarea Mac-Laurent

cosx =
n∑

k=0

(−1)k x2k

(2k)!
+

x2n+1

(2n+ 1)!
cos(θx), θ ∈ (0, 1).

Exemplul 4. Func�tia f(x) = ln(1 + x), x ∈ (−1,+∞) are dezvoltarea Mac-Laurent

ln(1 + x) =
n∑

k=1

(−1)k−1x
k

k!
+ (−1)n xn+1

(n+ 1)(1 + θx)n+1
, θ ∈ (0, 1).

Exemplul 5. Func�tia f(x) = (1 + x)α, x ∈ (−1,+∞), α ∈ R, are dezvoltarea
Mac-Laurent

(1 + x)α = 1 +
n∑

k=1

α(α− 1) · · · (α− k + 1)

k!
xk+

+
α(α− 1) · · · (α− n)

(n+ 1)!
xn+1(1 + θx)α−n+1, θ ∈ (0, 1).

5.4 Rolul derivatei de ordinul I la studiul func�tiilor

5.4.1 Condi�tia su�cient�a de cre�stere (descre�stere) a unei func�tii

Teorema 5.9. Dac�a func�tia f este continu�a pe segmentul [a, b] �si diferenc�tiabil�a pe in-

tervalul (a, b), atunci pentru ca func�tia f s�a �e strict cresc�atoare (corespunz�ator, strict

descresc�atoare) pe intervalul (a, b) este su�cient ca

f ′(x) > 0 (corespunz�ator f ′(x) < 0), pentru to�ti x ∈ (a, b).

Demonstra�tie. Fie c�a f ′(x) > 0, pentru to�ti x ∈ (a, b). S�a �x�am ��n mod arbitrar dou�a
puncte a < x1 < x2 < b. Atunci pe segmentul [x1, x2] func�tia f satisface condi�tiile teoremei
Lagrange. Prin urmare, pe intervalul (x1, x2) exist�a un punct ξ a�sa ��nc�at

f(x2)− f(x1) = f ′(ξ)(x2 − x1).

Deoarece x2 − x1 > 0, iar conform ipotezei �si f ′(ξ) > 0, avem f(x2)− f(x1) > 0, adic�a

f(x1) < f(x2).

Astfel, pentru orice puncte x1 < x2 din intervalul (a, b) avem f(x1) < f(x2), ceea ce
��nseamn�a c�a func�tia f este strict cresc�atoare pe intervalul (a, b).
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Remarca 1. Condi�tia f ′(x) > 0 (corespunz�ator f ′(x) < 0) nu este necesar�a pentru
cre�sterea (corespunz�ator, descre�sterea) func�tiei f(x) pe intervalul dat.

De exemplu, func�tia f(x) = x3 este strict cresc�atoare pe tot intervalul (−∞,+∞),

de�si derivata ei f ′(x) = 3x2 se anuleaz�a ��n punctul x = 0.

Remarca 2. Dac�a o func�tie f este continu�a pe intervalul (a, b) �si are derivata pozitiv�a
(corespunz�ator negativ�a) pe acest interval, cu excep�tia unui num�ar �nit de puncte ��n care
derivata se anuleaz�a sau nu exist�a, atunci func�tia f este strict cresc�atoare (corespunz�ator,
strict descresc�atoare) pe intervalul (a, b). Aceast�a a�rma�tie reiese nemijlocit din teorema
de mai sus, aplicat�a pe �ecare interval component ��n care derivata func�tiei ���si p�astreaz�a
semnul.

Exemplu.
A�a�ti intervalele de monotonie ale func�tiei f(x) = x5 − 5x4 + 5x3 + 1.

Observ�am c�a func�tia f este de�nit�a pe R. A��am derivata

f ′(x) = 5x4 − 20x3 + 15x2.

Determin�am punctele ��n care derivata se anuleaz�a, rezolv�and ecua�tia f ′(x) = 0.

5x4 − 20x3 + 15x2 = 0 ⇔ x2(x2 − 4x+ 3) = 0 ⇔ x2(x− 1)(x− 3) = 0.

Deci x1 = 0, x2 = 1, x3 = 3. Aceste puncte ��mpart axa real�a ��n 4 intervale. Pe intervalele
(−∞, 0), (0, 1) �si (3,+∞) derivata f ′ este pozitiv�a, iar pe intervalul (1, 3) derivata f ′ este
negativ�a. Deci func�tia este cresc�atoare pe mul�timile (−∞, 1] �si [3,+∞), �si descresc�atoare
pe [1, 3].

5.4.2 Puncte de extrem, extremele func�tiei. Condi�tia necesar�a

de existen�t�a a extremului unei func�tii. Puncte sta�tionare.

Puncte critice

S�a reactualiz�am unele no�tiuni. Fie f : I → R, I ⊂ R.

De�ni�tia 5.3. Punctul x0 ∈ I se nume�ste punct de extrem local sau relativ al func�tiei f
dac�a exist�a o vecin�atate U a lui x0 astfel ��nc�at diferen�ta f(x) − f(x0) p�astreaz�a semnul
constant pentru orice x ∈ I ∩ U. Dac�a:

f(x)− f(x0) ≤ 0, ∀x ∈ I ∩ U, atunci x0 se nume�ste punct de maxim local,

f(x)− f(x0) ≥ 0, ∀x ∈ I ∩ U, atunci x0 se nume�ste punct de minim local.

Dac�a diferen�ta f(x)− f(x0) p�astreaz�a semnul constant pentru orice x ∈ I, atunci x0

se nume�ste punct de extrem absolut sau global.

Valoarea func�tiei f ��ntr-un punct de extrem al s�au se nume�ste extremul func�tiei.
Remarc�a. Orice punct de extrem absolut este punct de extrem relativ. Reciproca nu

este adev�arat�a.
Condi�tia necesar�a de existen�t�a a punctului de extrem al unei func�tii este dat�a de

teorema lui Fermat.
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Teorema 5.10 (Teorema lui Fermat). Fie f : I → R, I ⊂ R �si x0 un punct de extrem

al func�tiei f, interior lui I. Dac�a func�tia f este derivabil�a ��n punctul x0, atunci f
′(x0) = 0.

Remarca 1. Egalitatea cu zero a derivatei func�tiei ��n punctul x0 este numai o condi�tie
necesar�a de existen�t�a a extremului, nu �si su�cient�a. A�sa, de exemplu, func�tia f(x) = x3

are derivata egal�a cu zero ��n punctul x0 = 0, dar ��n acest punct func�tia nu are extrem.

De�ni�tia 5.4. Un punct x0 ∈ I se nume�ste punct sta�tionar al func�tiei f : I → R, dac�a
f este derivabil�a ��n x0 �si f ′(x0) = 0.

Remarca 2. O func�tie poate avea extrem �si ��n acele puncte ��n care derivata ei nu
exist�a sau este in�nit�a, ��n condi�tia c�a func�tia este continu�a ��n aceste puncte.

Exemplu.
Func�tia f(x) = |x| este continu�a pe R. �In punctul x0 = 0 ea are un minim global,

f(0) = 0, dar nu este derivabil�a ��n acest punct (f ′(0− 0) = −1, f ′(0 + 0) = 1).
Func�tia f(x) =

3
√
x2 este de�nit�a pe R �si are ��n punctul x0 = 0 un minim global,

f(0) = 0. �In acest punct func�tia f nu este derivabil�a, dar

f ′(0− 0) = −∞, f ′(0 + 0) = +∞.

De�ni�tia 5.5. Punctele ��n care derivata func�tiei f este egal�a cu zero, nu exist�a sau este
in�nit�a se numesc puncte critice ale func�tiei f.

Exemplu. A�a�ti punctele critice ale func�tiei f(x) = x
√

1− x2, Df = [−1, 1].

A��am derivata func�tiei

f ′(x) =
√

1− x2 + x · 1

2
√

1− x2
· (−2x) =

1− 2x2

√
1− x2

.

Domeniul de de�ni�tie al derivatei Df ′ = (−1, 1). Rezolv�and ecua�tia f ′(x) = 0 a��am
punctele sta�tionare

x1 = −
√

2

2
, x2 =

√
2

2
.

Derivatele laterale ��n punctele x3 = −1 �si x4 = 1 sunt in�nite, dar func�tia este de�nit�a ��n
aceste puncte. Deci func�tia dat�a are patru puncte critice

x1 = −
√

2

2
, x2 =

√
2

2
, x3 = −1, x4 = 1.

5.4.3 Condi�tiile su�ciente de existen�t�a a extremului local al unei

func�tii

Vom conveni s�a spunem c�a func�tia f(x)���si schimb�a semnul din minus��n plus la trecerea
prin punctul x0, dac�a f(x) < 0 ��n punctele x < x0 su�cient de apropiate de x0 �si f(x) > 0

��n punctele x > x0 su�cient de apropiate de x0.

Vom conveni s�a spunem c�a func�tia f(x)���si schimb�a semnul din plus��n minus la trecerea
prin punctul x0, dac�a f(x) > 0 ��n punctele x < x0 su�cient de apropiate de x0 �si f(x) < 0

��n punctele x > x0 su�cient de apropiate de x0.
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Teorema 5.11 (Condi�tiile su�ciente de existen�t�a a punctului de extrem lo-
cal). Fie func�tia f(x) este continu�a ��ntr-o vecin�atate U(x0) a punctului critic x0 �si este

diferen�tiabil�a peste tot ��n aceast�a vecin�atate cu excep�tia posibil�a a punctului x0. Dac�a

derivata ei f ′(x) la trecerea prin punctul x0 ���si schimb�a semnul

i) din plus ��n minus, atunci x0 este un punct de maxim pentru f ;

ii) din minus ��n plus, atunci x0 este un punct de minim pentru f.

Demonstra�tie. Fie c�a la trecerea prin punctul x0 derivata f ′(x) ���si schimb�a semnul din
plus��n minus. Fix�am��n mod arbitrar un punct x ∈ U(x0). Aplic�and teorema lui Lagrange,
g�asim un punct ξ care se a��a ��ntre punctele x0 �si x astfel ��nc�at

f(x)− f(x0) = f ′(ξ)(x− x0).

Dac�a x < x0, atunci conform ipotezei f ′(ξ) > 0 �si deci

f(x)− f(x0) < 0 ⇒ f(x) < f(x0).

Dac�a x > x0, atunci conform ipotezei f ′(ξ) < 0 �si deci

f(x)− f(x0) < 0 ⇒ f(x) < f(x0).

Prin urmare, peste tot ��n vecin�atatea considerat�a a punctului x0 avem

f(x) < f(x0),

ceea ce ��nseamn�a c�a punctul x0 este un punct de maxim strict pentru f(x).

Analogic se examineaz�a �si cel�alalt caz.

Exemplu. A�a�ti extremele func�tiei f(x) = (1− x3)2.

Func�tia dat�a este de�nit�a pe R. A��am derivata

f ′(x) = 2(1− x3) · (−3x2) = −6x2(1− x3).

Deci Df ′ = R. Rezolv�am ecua�tia f ′(x) = 0 �si a��am punctele sta�tionare x1 = 0, x2 = 1.

La trecerea prin punctul x1 derivata f ′ nu-�si schimb�a semnul, deci x1 = 0 nu este
punct de extrem pentru f.

La trecerea prin punctul x2 derivata f ′ ���si schimb�a semnul din minus ��n plus, deci
x2 = 1 este punct de minim pentru f �si fmin = f(1) = 0.

5.4.4 Condi�tiile su�ciente de existen�t�a a extremului local al unei

func�tii exprimate prin derivate de ordin superior

Teorema 5.12. Fie c�a func�tia f(x) este de clas�a Cn ��ntr-o vecin�atate a punctului x0. Fie

c�a

f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0, iar f (n) 6= 0,
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atunci, dac�a:

i) n este num�ar par, atunci x0 este punct de extrem pentru func�tia f(x) �si anume:

− punct de maxim, dac�a f (n)(x0) < 0,

− punct de minim, dac�a f (n)(x0) > 0,

ii) n este num�ar impar, atunci x0 nu este punct de extrem pentru func�tia f(x).

Demonstra�tie. S�a dezvolt�am func�tia f(x) dup�a formula lui Taylor ��n punctul x0,

f(x) = f(x0)+
f ′(x0)

1!
(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
(x−x0)

2+· · ·+f
(n−1)(x0)

(n− 1)!
(x−x0)

n−1+
f (n)(ξ)

n!
(x−x0)

n,

unde ξ este un punct situat ��ntre x �si x0.

�Tin�and cont de ipoteza teoremei, avem

f(x)− f(x0) =
f (n)(ξ)

n!
(x− x0)

n.

Deoarece func�tia f (n)(x) este continu�a ��n punctul x0, exist�a o vecin�atate U(x0) a acestui
punct ��n care derivata f (n)(x) p�astreaz�a semnul constant, care coincide cu semnul valorii
f (n)(x0). Dac�a vom considera x ∈ U(x0), atunci semnul valorii f (n)(ξ) coincide cu semnul
lui f (n)(x0).

Fie n este un num�ar par. Atunci pentru to�ti x ∈ U(x0)\{x0}, avem (x−x0)
n > 0. Prin

urmare diferenc�ta f(x) − f(x0) p�astreaz�a semnul constant ��n aceast�a vecin�atate g�aurit�a
�si deci x0 este un punct de extrem pentru func�tia f(x). �In plus,

� dac�a f (n)(x0) > 0, atunci f (n)(ξ) > 0, �si deci f(x)− f(x0) > 0, ceea ce ��nseamn�a c�a
x0 este un punct de minim pentru f(x);

� dac�a f (n)(x0) < 0, atunci f (n)(ξ) < 0, �si deci f(x)− f(x0) < 0, ceea ce ��nseamn�a c�a
x0 este un punct de maxim pentru f(x);

Fie n este un num�ar impar. Atunci ��n vecin�atatea U(x0) \ {x0}, expresia (x − x0)
n

nu p�astreaz�a semnul constant (pentru x < x0, avem (x − x0)
n < 0, iar pentru x > x0,

avem (x − x0)
n > 0), de aceea nici diferen�ta f(x) − f(x0) nu p�astreaz�a semnul constant

pe aceast�a mul�time. Dar atunci, x0 nu este punct de extrem pentru func�tia f(x).

Consecin�t�a. �In particular, dac�a o func�tie f(x) este continuu-diferen�tiabil�a de dou�a
ori ��ntr-o vecin�atate a punctului x0 �si dac�a

f ′(x0) = 0, iar f ′′(x0) 6= 0,

atunci x0 este punct de maxim, dac�a f ′′(x0) < 0 �si este punct de minim, dac�a f ′′(x0) > 0.

Exemplu. A�a�ti extremele func�tiei f(x) = x3 − 3x2 − 9x+ 2.

Avem Df = R. A��am

f ′(x) = 3x2 − 6x− 9 = 3(x+ 1)(x− 3).
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Punctele sta�tionare sunt x1 = −1, x2 = 3. A��am derivata de ordinul doi f ′′(x) = 6x− 6.

Deoarece

f ′′(−1) = −12 < 0, avem x1 = −1 este punct de maxim, fmax = f(−1) = 7;

f ′′(3) = 12 > 0, avem x2 = 3 este punct de minim, fmin = f(3) = −25.

5.4.5 A�area valorii celei mai mari �si valorii celei mai mici ale

unei func�tii pe un segment

�In practic�a adeseori se ��nt�alnesc probleme ��n care se cere de a�at valoarea cea mai
mare sau valoarea cea mai mic�a a unei func�tii f(x) pe un segment ��nchis [a, b]. Pentru
aceasta, ��n cazul c�and func�tia f este diferen�tiabil�a, vom aplica urm�atorul algoritm:

1) Calcul�am derivata f ′(x) a func�tiei date.
2) A��am punctele sta�tionare, rezolv�and ecua�tia f ′(x) = 0.

3) Calcul�am valorile func�tiei f ��n punctele sta�tionare care se con�tin ��n acest segment.
4) Calcul�am valorile func�tiei f la capetele segmentului.
5) Compar�am valorile g�asite �si a��am cea mai mare �si cea mai mic�a valoare a func�tiei

pe segmentul dat.
Exemplu. S�a se a�e un num�ar, care �ind adunat cu p�atratul s�au d�a ��n rezultat suma

minim�a.
Solu�tie. Fie, x num�arul c�autat. Atunci suma dintre acest num�ar �si p�atratul lui este

S(x) = x+ x2.

A��am derivata S ′(x) = 1 + 2x �si din ecua�tia S ′(x) = 0 g�asim punctul sta�tionar x = −1

2
.

Deoarece S ′′(x) = 2 > 0 deducem c�a x = −1

2
este un punct de minim pentru func�tia

S(x). Deci, num�arul c�autat este x = −1

2
.

5.5 Rolul derivatei de ordinul II ��n studiul func�tiilor de
o variabil�a real�a

5.5.1 Convexitatea �si concavitatea gra�cului unei func�tii. Puncte

de in�exiune

Fie c�a func�tia f este de�nit�a pe intervalul (a, b) �si �e a < x1 < x2 < b. Prin punctele
A(x1, f(x1)) �si B(x2, f(x2)) de pe gra�cul func�tiei f ducem o dreapt�a l. Ecua�tia acestei
drepte este

x− x1

x2 − x1

=
y − f(x1)

f(x2)− f(x1)
,
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sau de aici

y =
f(x2)(x− x1) + f(x1)(x2 − x)

x2 − x1

.

Not�am cu l(x) expresia din membrul drept, atunci ecua�tia acestei drepte se ��nscrie ��n
forma y = l(x). Evident c�a l(x1) = f(x1) �si l(x2) = f(x2).

De�ni�tia 5.6. Func�tia f se nume�ste convex�a (corespunz�ator concav�a) pe intervalul (a, b),
dac�a oricare ar � punctele x1 �si x2, a < x1 < x2 < b, pentru orice punct x0 de pe intervalul
(x1, x2) are loc inegalitatea

l(x0) ≤ f(x0), (5.12)

(corespunz�ator
l(x0) ≥ f(x0)). (5.13)

Geometric aceasta ��nseamn�a c�a orice punct de pe coarda AB se a��a nu mai sus (re-
spectiv nu mai jos) dec�at punctul de pe gra�cul func�tiei f corespunz�ator acelea�si valori a
argumentului.

De�ni�tia 5.7. Dac�a ��n loc de inegalit�a�tile (5.12) �si (5.13) au loc inegalit�a�tile stricte

l(x0) < f(x0),

corespunz�ator
l(x0) > f(x0)

pentru orice x0, x1 �si x2 astfel ��nc�at a < x1 < x0 < x2 < b, atunci func�tia f se nume�ste
strict convex�a (corespunz�ator strict concav�a) pe intervalul (a, b)..

De�ni�tia 5.8. Orice interval pe care o func�tie este (strict) convex�a, corespunz�ator (strict)
concav�a, se nume�ste interval de convexitate (strict�a), corespunz�ator interval de concavitate
(strict�a) pentru aceast�a func�tie.

De�ni�tia 5.9. Fie func�tia f de�nit�a ��ntr-o vecin�atate a punctului x0 �si continu�a ��n acest
punct. Punctul x0 se nume�ste punct de in�exiune pentru func�tia f, dac�a ea este ��n
acela�si timp cap�atul intervalului de convexitate strict�a �si cap�atul intervalului de concavi-
tate strict�a.

�In acest caz, punctul (x0, f(x0)) se nume�ste punct de in�exiune pentru gra�cul func�tiei.

5.5.2 Condi�tia su�cient�a de convexitate (concavitate) strict�a a

unei func�tii

Teorema 5.13. Fie f o func�tie de�nit�a �si diferen�tiabil�a de 2 ori pe intervalul (a, b). Dac�a

f ′′ < 0 pe (a, b), atunci func�tia f este strict convex�a, iar dac�a f ′′(x) > 0 pe (a, b), atunci

func�tia f este strict concav�a pe acest interval.
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Demonstra�tie. Fie a < x1 < x < x2 < b. Atunci

l(x)− f(x) =
(f(x2)− f(x))(x− x1)− (f(x)− f(x1))(x2 − x)

x2 − x1

.

La diferen�ta f(x2)− f(x) aplic�am teorema lui Lagrange, conform c�areea exist�a un punct
η situat ��ntre x �si x2 astfel ��nc�at

f(x2)− f(x) = f ′(η)(x2 − x).

La diferen�ta f(x) − f(x1) de asemenea aplic�am teorema lui Lagrange, conform c�areea
exist�a un punct ξ ��ntre x1 �si x astfel ��nc�at

f(x)− f(x1) = f ′(ξ)(x− x1).

Deci

l(x)−f(x) =
f ′(η)(x2 − x)(x− x1)− f ′(ξ)(x2 − x)(x− x1)

x2 − x1

=
(f ′(η)− f ′(ξ))(x2 − x)(x− x1)

x2 − x1

,

unde x1 < ξ < x < η < x2.

La diferen�ta f ′(η)− f ′(ξ) de asemenea aplic�am teorema lui Lagrange, conform c�areea
exist�a un punct ζ ∈ (ξ, η) astfel ��nc�at

l(x)− f(x) =
f ′′(ζ)(η − ξ)(x2 − x)(x− x1)

x2 − x1

.

De aici observ�am c�a dac�a f ′′ < 0 pe (a, b), atunci ��n particular f ′′(ζ) < 0 �si de aceea
l(x) < f(x). Prin urmare, func�tia f este strict convex�a.

Dac�a ��ns�a, f ′′ > 0 pe (a, b), atunci l(x) > f(x), iar func�tia f(x) este strict concav�a pe
intervalul dat.

Exemplu. Fie f(x) = x3, x ∈ R. Deoarece f ′′(x) = 6x, deducem c�a pentru x > 0,

avem f ′′ > 0, iar pentru x < 0, avem f ′′ < 0. Deci pe intervalul (−∞, 0) func�tia dat�a
este strict convex�a, iar pe intervalul (0,+∞) ea este strict concav�a. Punctul x = 0 este
��n acela�si timp cap�atul intervalului de convexitate �si al intervalului de concavitate, deci
acesta este un punct de in�exiune.

Remarc�a. Condi�tia de p�astrare a semnului derivatei de ordinul 2 �ind su�cient�a
pentru convexitatea (sau concavitatea) strict�a a func�tiei f nu este �si su�cient�a. A�sa, de
exemplu, func�tia f(x) = x4 este strict concav�a pe toat�a axa, ��ns�a derivata ei de ordinul
doi f ′′(x) = 12x2 se anuleaz�a ��n punctul x = 0.

5.5.3 Condi�tia necesar�a de existen�t�a a punctului de in�exiune

Teorema 5.14 (Condi�tia necesar�a de existen�t�a apunctului de in�exiune). Fie f
o func�tie de�nit�a �si continuu diferen�tiavbil�a de dou�a ori pe intervalul (a, b). Dac�a punctul

x0 ∈ (a, b) este punct de in�exiune pentru f, atunci f ′′(x0) = 0.
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Demonstra�tie. Dac�a ar � fost f ′′(x0) < 0, atunci din continuitatea derivatei de ordinul
doi, rezult�a c�a se va putea g�asi o vecin�atate a punctului x0 ��n care f ′′(x) < 0 �si conform
Teoremei 5.13 func�tia f ar � fost strict convex�a pe acest interval care con�tine ��n interiorul
s�au punctul x0, ceea ce contrazice faptul c�a x0 este un punct de in�exiune pentru f.

Remarc�a. Punctele de in�exiune ale unei func�tii continuu diferen�tiabile de dou�a ori
cu excep�tia posibil�a a unui num�ar �nit de puncte, trebuie c�autate printre punctele ��n care
derivata de ordinul doi este egal�a cu zero sau nu exist�a.

5.5.4 Condi�tiile su�ciente de existen�t�a a punctului de in�exiune

Teorema 5.15. Fie f o func�tie continu�a pe intervalul (a, b) �si derivabil�a de dou�a ori pe

acest interval, cu excep�tia posibil�a a punctului x0 ∈ (a, b). Dac�a la trecerea argumentului

prin punctul x0 derivata de ordinul doi ���si schimb�a semnul, atunci x0 este un punct de

in�exiune pentru f.

Exemplu. Fie f(x) = x3, x ∈ R. Deoarece f ′′(x) = 6x �si f ′′ < 0, dac�a x < 0 �si
f ′′ > 0, dac�a x > 0 deducem c�a x0 = 0 este punct de in�exiune.

Teorema 5.16. Dac�a o func�tie f este diferen�tiabil�a de dou�a ori pe intervalul (a, b) �si

derivata de ordinul doi p�astreaz�a semnul constant pe (a, b) (prin urmare, intervalul (a, b)

este interval de convexitate sau concavitate strict�a pentru func�tia f), atunci oricare ar

� punctul x0 ∈ (a, b) toate punctele gra�cului func�tiei f pe acest interval se a��a ori de

asupra ori sub tangenta dus�a la gra�c ��n punctul (x0, f(x0)) cu excep�tia acestui punct care

se a��a pe gra�cul func�tiei.

Teorema 5.17. Fie f ′′(x0) = 0 �si f ′′′(x0) 6= 0, atunci x0 este un punct de in�exiune

pentru f. Dac�a y = L(x) este ecua�tia tangentei la gra�cul func�tiei f ��n punctul (x0, f(x0)),

atunci la trecerea argumentului prin punctul x0 diferen�ta f(x)−L(x) ���si schimb�a semnul.

5.5.5 Asimptotele gra�cului unei func�tii

De�ni�tia 5.10. Fie f o func�tie de�nit�a pentru x > a (sau pentru x < a). Vom numi
asimptot�a a func�tiei f o a�sa dreapt�a pentru care distan�ta de la un punct de pe gra�cul
func�tiei f p�an�a la aceast�a dreapt�a tinde la zero, atunci c�and punctul se ��ndep�arteaz�a
nelimitat de-a lungul curbei y = f(x) de la originea coordonatelor.

Existen�ta asimptotei unei func�tii ��nseamn�a c�a atunci c�and argumentul x→ +∞ (sau
x → −∞) func�tia se comport�a aproape la fel ca o func�tie liniar�a, adic�a se deosebe�ste de
o func�tie liniar�a in�nit de pu�tin.

Cu alte cuvinte, dreapta y = kx + b este asimptot�a oblic�a pentru func�tia f(x) c�and
x→ ±∞ dac�a func�tia f(x) poate � prezentat�a ��n forma

f(x) = kx+ b+ α(x),
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unde lim
x→±∞

α(x) = 0.

De aici a��am
f(x)

x
= k +

b

x
+
α(x)

x
,

deci
lim

x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞
k + lim

x→∞

b

x
+ lim

x→∞

α(x)

x
= k.

Ac sadar,

k = lim
x→∞

f(x)

x
,

iar
b = lim

x→∞
(f(x)− kx) .

Dac�a k = 0, atunci asimptota se nume�ste orizontal�a.

De�ni�tia 5.11. Dreapta x = x0 se nume�ste asimptot�a vertical�a a func�tiei f(x) dac�a

lim
x→x0

f(x) = ∞.

Exemplu. A�a�ti asimptotele func�tiei f(x) =
x2 − 3x− 2

x+ 1
.

Deoarece

lim
x→−1

x2 − 3x− 2

x+ 1
= ∞

deducem c�a x = −1 este asimptot�a vertical�a pentru func�tia dat�a.
S�a determin�am dac�a func�tia are asimptot�a oblic�a sau orizontal�a. Pentru aceasta cal-

cul�am limitele

k = lim
x→∞

x2 − 3x− 2

x(x+ 1)
= 1, b = lim

x→∞

(
x2 − 3x− 2

x+ 1
− x

)
= −4.

Deci y = x− 4 este asimptot�a oblic�a a func�tiei date.

5.5.6 Planul studierii func�tiilor. Construc�tia gra�cului func�tiei

1. A�a�ti domeniul de de�ni�tie al func�tiei.

2. Studia�ti func�tia la continuitate.

3. Studia�ti func�tia la paritate/imparitate �si periodicitate.

4. Dac�a este posibil, a�a�ti zerourile func�tiei.

5. A�a�ti asimptotele gra�cului func�tiei �si limitele func�tiei la capetele domeniului de
de�ni�tie.

6. A�a�ti derivata func�tiei �si domeniul de de�ni�tie al derivatei.

7. A�a�ti punctele critice ��n raport cu derivata de ordinul I.
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8. A�a�ti intervalele de monotonie ale func�tiei.

9. A�a�ti extremele func�tiei.

10. A�a�ti derivata de ordinul doi �si domeniul ei de de�ni�tie.

11. A�a�ti punctele critice ��n raport cu derivata de ordinul doi.

12. A�a�ti intervalele de convexitate �si concavitate.

13. A�a�ti punctele de in�exiune.

14. Sistematiza�ti datele ��n tabelul de varia�tie al func�tiei.

15. Schi�ta�ti gra�cul func�tiei.

Exerci�tii. Studia�ti �si schi�ta�ti gra�cele func�tiilor date:

1. f(x) = 3
√

6x2 − x3;

2. f(x) = −x3 + 4x− 3;

3. f(x) = (x− 1)3(x+ 1)2;

4. f(x) =
4 + x− 2x2

(x− 2)2
.
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